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7: Convergence de variables aléatoires

Exercice 1. Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1].

a) Pour tout n ∈ N
∗ on pose Yn =

{

n si 0 ≤ X ≤ 1
n

0 si X < 0 ou X > 1
n

.

La suite (Yn)n≥1 converge-t-elle en probabilité? presque sûrement? en moyenne d’ordre 1?

b) On pose Un =

n
∑

k=0

Xk. La suite (Un)n≥0 converge-t-elle presque sûrement?

Exercice 2. Dans chacun des cas suivants, la suite (Sn/n)n converge-t-elle en probabilité?

a) Sn suit la loi binomiale B(n, p), où p ∈ [0, 1] est fixé.

b) Sn suit la loi de Poisson du paramètre n.

c) Sn suit la loi normale N (0, n).

Exercice 3. Soit (Xn)n une suite des variables aléatoires indépendantes telle que, pour tout n ∈ N
∗,

Xn suit la loi de Poisson de paramètre αn > 0. On suppose que lim
n→∞

1

n

n
∑

i=1

αi = α. Etudier la

convergence en probabilité de la suite (Yn)n où Yn = X1+···+Xn

n
.

Exercice 4. Soit (Xn)n une suite de variables aléatoires telle que, pour tout n, Xn suit la loi
uniforme sur l’ensemble fini

An =

{

0,
1

n
,
2

n
, . . . ,

n − 1

n

}

.

Montrer que (Xn)n converge en loi vers une loi uniforme sur l’intervalle [0, 1].

Exercice 5. Soient (Xn)n une suite de variables aléatoires à valeurs dans N, et X une autre variable
aléatoire à valeurs dans N.

a) Montrer que si (Xn)n converge en loi vers X alors, ∀k ∈ N, lim
n→∞

P (Xn = k) = P (X = k).

b) Prouver la réciproque du a).

c) Application: Soit λ > 0. Pour tout n ∈ N tel que λ

n
≤ 1, soit Xn une variable aléatoire de loi

binomiale B
(

n, λ

n

)

(on considèrera Xn comme une variable à valeurs dans N avec P (Xn = k) = 0
pour tout k > n), et soit X une variable suivant la loi de Poisson de paramètre λ. Montrer que
(Xn)n converge en loi vers X.

d) Donner un exemple où la suite des variables aléatoires Xn converge en loi vers une variable
aléatoire X mais où la suite Xn − X ne converge pas en loi vers 0.

Exercice 6. Soient (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de la même loi uni-
forme sur [0, 1], Y une variable aléatoire de loi exponentielle du paramètre λ = 1 et, pour tout
n ≥ 1, Zn = n min{X1, . . . , Xn}. Montrer que la suite (Zn)n converge en loi vers la variable Y .

Exercice 7. Soit (Xn)n une suite de variables aléatoires admettant un moment d’ordre 2, telle que

lim
n→+∞

E(Xn) = +∞ et sup
n

V (Xn)

E(Xn)
< +∞. Montrer que la suite de variables Yn = Xn

E(Xn) converge

vers 1 en moyenne d’ordre 2.



Exercice 8. Soit (Xn)n une suite des variables aléatoires ayant toutes la même espérance m ∈ R

et la même variance σ2. On suppose que Cov(Xn, Xm) ≤ 0 pour tous n 6= m, n, m ∈ N
∗. Montrer

que la suite (Xn)n vérifie la loi faible des grands nombres. (Indication: on pourra commencer par

montrer que la suite Sn = X1+···+Xn

n
converge en moyenne d’ordre 2.)

⋆ Exercice 9. Soit (Xn)n une suite de variables aléatoires telle que, pour tout n,

Xn(Ω) = {1, 2, . . . , n} et P(Xn ≤ k) =
k2(3n − 2k)

n3
, ∀k ∈ {1, 2, . . . , n}.

On pose Yn = Xn

n
, et pour tout x ∈ R, [x] désigne la partie entière de x.

a) Soit t ∈ R. Calculer lim
n→∞

[nt]

n
.

b) Montrer que pour tout t ∈ [0, 1], P (Yn ≤ t) = [nt]2

n3 (3n − 2[nt]).

c) En déduire, pour t ∈ R, l’existence et la valeur de lim
n→∞

P (Yn ≤ t).

d) Montrer que la suite (Yn)n converge en loi, et donner la loi limite.

⋆ Exercice 10. Soit (Xn)n une suite de variables aléatoires indépendantes centrées telle que V (Xn) =
σ2 < 1 pour tout n. On pose Yn =

∏

n

k=1 Xk, et Zn = 1
nα

∑

n

k=1 Yk où α > 0. Calculer la variance
de Yn et en déduire la convergence en probabilité des suites (Yn)n puis (Zn)n.

⋆ Exercice 11. Soient θ ∈ ]0, 1[ et (Xn)n une suite des variables aléatoires ayant toutes la même
espérance m ∈ R. On suppose de plus que les covariances vérifient

|Cov(Xn, Xm)| ≤ θ|n−m|, ∀(n, m) ∈ (N∗)2.

a) Soient X, Y, Z des variables aléatoires. Montrer que Cov(X, Y + Z) = Cov(X, Y ) + Cov(X, Z).

b) Soit Sn = X1 + · · · + Xn. Montrer que pour tous n et m on a

|Cov(Sn, Xm)| ≤
∑

k∈Z

θ|k| =
1 + θ

1 − θ
.

c) Montrer que V (Sn) ≤ n(1 + θ)/(1 − θ).

d) Montrer que la suite (Xn)n vérifie la loi faible des grands nombres.

⋆ Exercice 12. Soient f : [0, 1] → R une fonction continue et (Xn)n une suite de variables aléatoires
indépendantes, de la même loi uniforme sur [0, 1]. Pour tout n, on pose

In =
1

n

n
∑

k=1

f(Xk).

Etudier la convergence de la suite (In)n (montrer que la suite (In)n converge, préciser le sens de
cette convergence et identifier la limite).

⋆ Exercice 13. Soit (Xn)n une suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi:

Xn(Ω) = {−1, 1}, P (Xn = −1) = P (Xn = 1) =
1

2
.

Pour tout n ≥ 1, on pose Sn = X1 + · · · + Xn. D’après la loi faible des grands nombres, on sait

que Sn

n
tend vers 0 en probabilité, i.e. pour tout a > 0 on a lim

n→∞
P

(∣

∣

∣

∣

Sn

n

∣

∣

∣

∣

≥ a

)

= 0. Le but de cet

exercice est d’estimer à quelle vitesse cette convergence a lieu.

a) Calculer E(exSn) pour x ∈ R et n ≥ 1.

b) Montrer que, pour tout x > 0, E(exSn) ≤ e
n

2
x2

(on pourra étudier rapidement le signe de la

fonction f(x) = x2

2 − ln(Ch(x)) sur R
+).

c) Montrer que P (Sn ≥ a) ≤ e−axE(exSn), ∀a > 0, ∀x > 0, ∀n ≥ 1. En déduire que P (|Sn| ≥ a) ≤

2e−
a
2

2n puis que P (
∣

∣

Sn

n

∣

∣ ≥ a) ≤ 2e−n
a
2

2 .


