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TD no6: Equation de la chaleur

Exercice 1. Soit a > 0. Trouver une solution explicite du problème
{

∂tu(t, x) − a2∆u(t, x) = 0, t > 0, x ∈ R
d,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R
d.

Exercice 2. Montrer que Kt+s(x) = (Kt ∗Ks)(x) pour tous t, s > 0 et x ∈ R
d. On rappelle

que Kt(x) =
1

(4πt)d/2
e−

|x|2

4t .

Exercice 3. Résoudre le problème






∂tu(t, x) − ∂2
xxu(t, x) = 0, t > 0, x > 0,

u(0, x) = u0(x), x ≥ 0,
u(t, 0) = 0, t ≥ 0,

où u0 ∈ C2(R+) est telle que u0(0) = u′′

0(0) = 0. Indication: prolonger u pour x ≤ 0 par
imparité.

Exercice 4. Soit u(t, x) la solution du problème
{

∂tu(t, x) − ∆u(t, x) = f(t, x), t > 0, x ∈ R
d,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R
d,

et v(t, x) la solution du problème
{

∂tv(t, x) − ∆v(t, x) = g(t, x), t > 0, x ∈ R
d,

v(0, x) = v0(x), x ∈ R
d.

On suppose que f, g ∈ C1
b (Rd+1

+ ), que u0, v0 ∈ Cb(R
d) et qu’on a

‖f − g‖∞ = sup
(t,x)∈R

d+1

+

|f(t, x) − g(t, x)| ≤ ǫ, ‖u0 − v0‖∞ = sup
x∈Rd

|u0(x) − v0(x)| ≤ ǫ.

Montrer que pour tout t > 0 on a

sup
x∈Rd

|u(t, x) − v(t, x)| ≤ ǫ(1 + t).

Exercice 5. On considère l’équation de la chaleur en dimension d = 1 et sur un intervalle
[0, L].
Soit u0 ∈ C([0, L]) tel que u0(0) = u0(L) = 0. On s’intéresse au problème

(1)







∂tu(t, x) − ∂2
xxu(t, x) = 0, t > 0, x ∈]0, L[,

u(0, x) = u0(x), x ∈ [0, L],
u(t, 0) = u(t, L) = 0, t > 0.

a) Montrer qu’il existe une unique solution u(t, x) ∈ C∞(R∗

+ × [0, L]) ∩ C(R+ × [0, L]) au
problème ci-dessus. Indication: prolonger u pour x ∈ [−L, 0] par imparité puis à R par
2L−périodicité.
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b) Soit f ∈ C1([0, L]) telle que f(0) = f(L) = 0. Montrer que ‖f‖L2 ≤ L√
2
‖f ′‖L2 (inégalité

de Poincaré).

c) Pour une fonction f(t, x), on note ‖f(t)‖2
2 =

∫ L

0

|f(t, x)|2dx. Montrer que la solution

u(t, x) vérifie

d

dt

(‖u(t)‖2
2

2

)

+

∥

∥

∥

∥

∂u

∂x
(t)

∥

∥

∥

∥

2

2

= 0.

d) En déduire que pour tout t > 0 on a ‖u(t)‖2 ≤ ‖u0‖2e
−

Lt

8 . Indication: utiliser la méthode
du c) de l’Exercice 6 Feuille 5.

On s’intéresse maintenant au problème

(2)







∂tu(t, x) − ∂2
xxu(t, x) = 0, t > 0, x ∈]0, L[,

u(0, x) = u0(x), x ∈ [0, L],
u(t, 0) = T1, u(t, L) = T2, t > 0.

e) Vérifier que u(t, x) est solution du problème (2) si et seulement si la fonction v(t, x) =

u(t, x)−
(

T1 +
T2 − T1

L
x

)

est solution du problème (1) avec v0(x) = u0(x)−
(

T1 +
T2 − T1

L
x

)

.

f) En déduire que u(t, x) converge dans L2([0, L]) lorsque t → +∞ et préciser sa limite.


