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Approximation de fonctions

Exercice 1. (Approximation polynomiale) Soit, = {ao,...,a,} une subdivision déa,b]. On

suppose qu¢ € C""(R). On posdl(z) = H(m — a;) et on définit des formes linéaires sur
=0
R, [X] par
VP e R,[X], Vi, 0 <i<n, ¢;(P)= P(a).

a) Déterminer des polyndmes,, . . ., P, de degreés inférieurs ou égaux aels quep;(P;) = J;;.
b) En déduire quéFr,, ..., P,) et(po, ..., ¢,) sont des bases duales®g[X] etR,, [ X]*.
c) Montrer qu'’il existe un unique polyndme € R, [X] tel queVi, 0 <i < n, P(a;) = f(a;). P
est le polyndme de Lagrange deassocié a la subdivisian,. Quelles sont les coordonnées e
dans la baséery,...,P,)?

Soitz € [a, b] fixé. On poseR(z) = f(x) — P(x)
d) Que vautk(x) siz € 0, ?

On suppose par la suite ques [a, b] \ 0,. Soit A € R tel queR(z) = All(x). On définit alors

F(t) = R(t) — AIL(t),t € R.

e) Montrer quel’ s’annule(n + 2)-fois.
f) Démontrer I'existence d¢ € [min{a, z}, max{b, z}] tel que F"+Y(¢) = 0.

II
g) Montrer queR(z) = %f(”“)(g).
h) En déduire que
II
o € fab], 1(0) = PO < gl

i) On suppose que; = i+ 2=2. Montrer que pour tout € [a, b], [II(z)| < (b‘T‘l)”+1 n!. Comparer
avec le polyndme de Taylor d’ordre Quelle est la meilleure approximation ?

Exercice2. (Théoréme de Weierstrass, Polynémes de Bernstein)}S@nhsemble des fonctions
continues suf0, 1]. On définit pour toute fonctiori € E le polyndme suivant :

=3 (1) (5)ra-at

k=0
V(X)
62

On rappelle I'inégalité de Bienaymeé-Tchebytchéff| X — E(X)| > §) <
a) Montrer qu'il existed = 6(¢) > 0t.q.

O<zy<letlr—yl<o=|f(z)— fly) <e
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b) Montrer que

n

2

k=0
c) En déduire qug est limite uniforme suf0, 1] de la suite de polyndmes,,(f)),en--

1@ -1 (B)] () et < o Al =

n

Exercice 3. (Approximation par des fonctions affines ou étagées) Hoita, b)) — R continue.
k

Pourn € N* et0 < k < n,onpose x, = a + ﬁ<b —a).

a) On définitf,, la fonction affine par morceaux, affine suyg, ;1] telle quevk, f,(xx) = f(zk).
En utilisant I'uniforme continuité d¢, montrer que la suitéf,) converge uniformément vers
surfa, b].

b) On définits,, fonction étagees, constantes sy, v51[, 0 < k < N et avecs,(zx) = f(
0 <k <N,uyx € [z, zx41[. Montrer que la suités,,) converge uniformément veyssur[a, b]
c) A quoi sert I'approximation par des fonctions étagees ?

yk),

Exercice4. (ApproximationZ?) Soit E = C°([—, 7).

a) Montrer quey : (f,g) — 5= [~ f(t)g(t)dt définit un produit scalaire sut. On note| - |, la
norme correspondante.

b) Vérifier que les fonctiongcos(kt))ren, (sin(kt))ren+ forment un systéme orthogonal.

c) On appelle polynéme trigonométrique d’ordre au piugoute fonctionf de la formeP(t) =

Zak cos(kt) + by sin(kt) ou lesag, by, sont des nombres réels. Déterminer le polynéme trigo-
k=0

nométrique d’ordre au plus qui approche le mieux la fonctiofi(t) = |¢t| au sens des moindre
carrés, i.e. tel quéf(t) — P(t)||2 soit minimum. (Indication : penser a I'exercice 10 de la lleui
sur les evn.)



