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Approximation de fonctions

Exercice 1. (Approximation polynomiale) Soitσn = {a0, . . . , an} une subdivision de[a, b]. On

suppose quef ∈ Cn+1(R). On poseΠ(x) =
n

∏

i=0

(x − ai) et on définit des formes linéairesϕi sur

Rn[X] par

∀P ∈ Rn[X], ∀i, 0 ≤ i ≤ n, ϕi(P ) = P (ai).

a) Déterminer des polynômesP0, . . . , Pn de degrés inférieurs ou égaux àn tels queϕi(Pj) = δij.
b) En déduire que(P0, . . . , Pn) et (ϕ0, . . . , ϕn) sont des bases duales deRn[X] etRn[X]∗.
c) Montrer qu’il existe un unique polynômeP ∈ Rn[X] tel que∀i, 0 ≤ i ≤ n, P (ai) = f(ai). P
est le polynôme de Lagrange def associé à la subdivisionσn. Quelles sont les coordonnées deP

dans la base(P0, . . . , Pn) ?
Soitx ∈ [a, b] fixé. On poseR(x) = f(x) − P (x)

d) Que vautR(x) si x ∈ σn ?
On suppose par la suite quex ∈ [a, b] \ σn. SoitA ∈ R tel queR(x) = AΠ(x). On définit alors

F (t) = R(t) − AΠ(t), t ∈ R.

e) Montrer queF s’annule(n + 2)-fois.
f) Démontrer l’existence deξ ∈ [min{a, x}, max{b, x}] tel queF (n+1)(ξ) = 0.

g) Montrer queR(x) =
Π(x)

(n + 1)!
f (n+1)(ξ).

h) En déduire que

∀x ∈ [a, b], |f(x) − P (x)| ≤
|Π(x)|

(n + 1)!
‖f (n+1)‖∞.

i) On suppose queai = i+ b−a
n

. Montrer que pour toutx ∈ [a, b], |Π(x)| ≤
(

b−a
n

)n+1
n!. Comparer

avec le polynôme de Taylor d’ordren. Quelle est la meilleure approximation ?

Exercice 2. (Théorème de Weierstrass, Polynômes de Bernstein) SoitE l’ensemble des fonctions
continues sur[0, 1]. On définit pour toute fonctionf ∈ E le polynôme suivant :

Bn(f) =
n

∑

k=0

(

n

k

)

f

(

k

n

)

xk(1 − x)n−k.

On rappelle l’inégalité de Bienaymé-Tchebytcheff,P (|X − E(X)| ≥ δ) ≤
V (X)

δ2
.

a) Montrer qu’il existeδ = δ(ε) > 0 t.q.

0 ≤ x, y ≤ 1 et |x − y| ≤ δ ⇒ |f(x) − f(y)| ≤ ε.
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b) Montrer que
n

∑

k=0

∣

∣

∣

∣

f(x) − f

(

k

n

)∣

∣

∣

∣

(

n

k

)

xk(1 − x)n−k < ε +
2‖f‖∞x(1 − x)

nδ2

c) En déduire quef est limite uniforme sur[0, 1] de la suite de polynômes(Bn(f))n∈N∗.

Exercice 3. (Approximation par des fonctions affines ou étagèes) Soitf : [a, b] → R continue.

Pourn ∈ N
∗ et0 ≤ k ≤ n, on pose :xk = a +

k

n
(b − a).

a) On définitfn la fonction affine par morceaux, affine sur[xk, xk+1] telle que∀k, fn(xk) = f(xk).
En utilisant l’uniforme continuité def , montrer que la suite(fn) converge uniformément versf
sur [a, b].
b) On définitsn fonction étagèes, constantes sur[xk, xk+1[, 0 ≤ k < N et avecsn(xk) = f(yk),
0 ≤ k ≤ N , yk ∈ [xk, xk+1[. Montrer que la suite(sn) converge uniformément versf sur [a, b].
c) A quoi sert l’approximation par des fonctions étagèes ?

Exercice 4. (ApproximationL2) SoitE = C0([−π, π]).
a) Montrer queϕ : (f, g) 7→ 1

2π

∫ π

−π
f(t)g(t)dt définit un produit scalaire surE. On note‖ · ‖2 la

norme correspondante.
b) Vérifier que les fonctions(cos(kt))k∈N, (sin(kt))k∈N∗ forment un système orthogonal.
c) On appelle polynôme trigonométrique d’ordre au plusn, toute fonctionf de la formeP (t) =

n
∑

k=0

ak cos(kt) + bk sin(kt) où lesak, bk sont des nombres réels. Déterminer le polynôme trigo-

nométrique d’ordre au plusn qui approche le mieux la fonctionf(t) = |t| au sens des moindre
carrés, i.e. tel que‖f(t) − P (t)‖2 soit minimum. (Indication : penser à l’exercice 10 de la feuille
sur les evn.)


