CAPES de Mathématiques
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de Cergy-Pontoise

1. Expérience aléatoire. Espace probabilisé.
Dénombrement. Probabilités conditionnelles.

Exercice 1. On jette un dé équilibré deux fois de suite.
a) Ecrire I'espace probabilisé associé a cette expérience.

b) On suppose qu’on a colorié la face 1 en blanc et les autres &ataoir. Calculer les proba-
bilités des événements : BN{ la premiére face obtenue est blanche et la deuxiéme est hoire
respectivement BB, NB, NN.

c) On efface les numéros sur le dé en ne gardant que les coulzuts. jette deux fois de suite.
Ecrire I'espace probabilisé associé a cette expérience.

Exercice 2. Quelle est la probabilité d’obtenir 4 comme somme des @sffournis par le jet de
deux dés ? On répondra en utilisant chacune des deux mdubélsauivantes :

a)Q = {{a,b}/1 < a,b<6}.

b) @ ={(a,b)/1 < a,b < 6}.

Exercice 3. On jette un dé équilibré trois fois. Calculer les probalslities événements suivants :
a) A : obtenir 3 chiffres différents,

b) B : obtenir exactement deux chiffres identiques.

Exercice 4. Une main de poker est constituée de 5 cartes, prises dans de &2 cartes.

a) Décrire I'expérience de 2 fagons différentes, selon qu@mtient compte ou non de I'ordre des
cartes.
En utilisant les 2 descriptions, calculer les probabilidés configurations suivantes :

b) Une paire,

c) Deux paires,

d) Un brelan (trois cartes de méme hauteur),
e) Un full (un brelan et une paire),

f) Un carré.

Exercice 5. Applications du binbme de Newton

a) Montrer que) (Z) — 2", Interpréter ce résultat.
k=0

b) Montrer que) "(—1)* (Z) = 0.
k=0

c) En utilisant a) et b) montrery (Z) = > (Z) =L,

=0, k=0 |
» pair » impair
d) Montrer que® _ k (Z) — 2", Indication : dériver de 2 fagons différentdst z)" et évaluer

k=0
la dérivée en un point bien choisi.
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p
e) Soientn, m € N? et0 < p < n + m. Montrer quez (Z) (ka) = (n;m) (Formule
k=0

de Vandermonde). Indication : calculer de deux fagons rdiffées le coefficient de” dans(1 +
x)"(1 4 z)™.
f) Petit Théoreme de Fermaoitp un nombre premier.

i) Montrer que pour tout < k£ < p — 1 p divise (i) (indication : penser a la formule

k
ii) Montrer par récurrence que, pour taut N, a? = a [p].
Remarque.Cette application peut se placer dans la legon sur les cagftecbinomiaux (legon 3)
et en application du Théoreme de Gauss (lecons 11 et 12).

f(2) =

Exercice 6. Quelques problémes de dénombrement.

a) En comptant de deux facons différentes le nombre de cheraings$ants” (i.e. on ne peut se
déplacer que vers la droite ou vers le haut) allant du géirtt) au point(n, n) sur un quadrillage,

montrer la relation :
i n 2_ 2n
k) —\n /)"
k=0

b) Combien y a-t-il de nombres de 5 chiffres écrits en base 10 ogu@efiune fois et une seule ?
Méme question en base 37?

c) Soientp et ¢ des entiers strictement positifs. Quel est le nombre detipad S(p, ¢), d’'un
ensemble &g éléments ep classes de éléments (on ne distingue pas I'ordre des classes).

d) Quel est le nombre decycle dans le groupe symétrigiyg.

e) Soientn etp des entiers naturels non nuls. Combien y a-t-il d’élémentsidie} "~ contenant
exactement. fois le symbolez. En déduire le nombre deuplets(n, ..., n,) d'entiers naturels
dont la somme vaut.

Exercice 7. Rappeler la formule du crible pour la réunion de 2 ensembkeois ensembles, de
n ensembles. Soif un ensemble a éléments ef’ un ensemble g éléments. Pour € F' on note
A, 'ensemble des applicatiorfsde ' dansF telles que: ¢ Imf. Quelle relation y a-t-il entre les
surjections d&v dansF' et lesA, ? Montrer que le nombre de surjectionsidelansF' est :

p
> (-1 (i) k",
k=0
Exercice 8. (CAPES 2003, extrait de la 2eme épreuve)
a) Dans un espace probabilisé, montrer que si deux évenenmiteidépendants alors il en est
de méme de leurs complémentaires. Généraliser a plusieemsments.

On désigne pa$,, 'ensemble des entiers strictement positifs, infériewrgégaux & et premiers
avecn. On noterap(n) le cardinal deS,,.
On considére une v.& a valeurs danél, ..., n} de loi uniforme.
b) Soient les événements : “ X est multiple de” et A, :“ X est multiple deb”.

i) On suppose = 100. Calculer les probabilités des évenemetitet A,. Ces deux évenements
sont-ils indépendants ?

i1) On suppose = 101. Reprendre les questions du a) dans ce cas.
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k
c) On suppose que la décomposition en facteurs premienssiecritn = pr“, ou lesa; sont

=1
des entiers supérieurs ou égauk &ouri = 1,2, ..., k, A; désigne I'évenementX est divisble
parp;”.
i) Soit A I'événement X est premier avea”. Exprimer P(A) en fonction de: et deg(n).
i1) Montrer queP(4;) = --.
iii) Montrer que lesd; sont indépendants.
iv) Exprimer A a l'aide desi;, les complémentaires def.

k
v) En déduire que(n) = n [ | (1 - pl)
i=1 g

Exercice 9. On lance un dé rouge et un dé noir, tous deux équilibrés. Gaillad probabilités que
I'on obtienne :

a) un 2 avec le dé rouge sachant que la somme des points est 6.

b) un nombre pair avec le dé rouge sachant que la somme des gstits

c) un nombre pair avec le dé rouge sachant que la somme des gsiiis plus 6.
d) au moins un nombre pair sachant que la somme des points elstsalOp

Exercice 10. On jette 2 fois un méme dé. Soieat B etC' les évenements suivants :

a) A ={la sommes des points obtenus vaut 6}—={On obtient 4 au premier jet})(' ={la sommes

des points vaut 7}.

b) A ={le 1erjet estimpair},B ={le 2éme jet estimpair}(' ={la somme des points est impaire}.
Dans chacun des cas a) et b) dire si les évenemgniset C' sont indépendants 2 a 2, puis s'ils

sont mutuellement indépendants.

Exercice 11. Sur une populatio®, les groupes sanguins se répartissent de la fagon suivante :

A B |[AB| O
40%| 10% | 5% | 45%

Pour chaque groupe, la proportion d’individus possédamaule facteur rhésus se répartit
d’apres le tableau suivant :

A B |AB| O
Rh* | 82%| 81% | 83% | 80%

Un individu ayant le groupe O et un rhésus négatif est apgai@eur universel
a) A quelles probabilités correspondent les valeurs des 2dalsl?
b) Représenter les informations données dans ces tableaudexd’an arbre.
c) Quelle est la probabilité qu’un individu pris au hasard darmopulation” soit donneur univer-
sel ? Qu'il soit de rhésus négatif ?
d) Quelle est la probabilité qu’un individu pris au hasard paceux de rhésus négatif soit du
groupe O ?

Exercice 12. On dispose d’'un alcootest fiabl®8&%, c’est-a-dire qué8% des personnes ayant bu
de I'alcool ont un test positif et quUIRY% des personnes n'ayant pas bu d’alcool ont un test négatif.
On sait qu’a un moment doni2&; des automobilistes ont bu de I'alcool.

a) Calculer la probabilité qu’un alcootest effectué sur un antbiliste pris au hasard soit positif.
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b) Donner la probabilité que I'automobiliste ait bu de I'altsachant que le test est positif.
c) Donner la probabilité que I'automobiliste n’ait rien bu Bant que le test est négatif.

Exercice 13. Les ampoules produites par une entreprise proviennetusines :A (30% de la
production),B (25% de la production) e€' (45% de la production)5% des ampoules fabriquées
par I'usine A sont défectueuses, ainsi q&@ de celles fabriquées par l'usirg et 3% de celles
fabriquées par 'usiné’.

a) Quelle est la probabilité qu’'une ampoule choisie au hasarthpcelles produites par cette
entreprise soit défectueuse ?

b) Sachant qu’une ampoule fonctionne correctement, quella psobabilité qu’elle provienne de
l'usine A?

c) Les ampoules sont vendues par boite® dies 2 ampoules d’'une boite donnée proviennent de
la méme usine). Un client achéte une boite. Quelle est laghitité que les deux ampoules de la
boite soient défectueuses ?

d) Un client achete une boite dans laquelle exactement une degoules est défectueuse. De
guelle usine est-il plus probable qu’elle provienne ?

Exercice 14. Une puce se déplace entre 3 poirtsB et C'. Au départ elle est edl. A chaque
étape, elle quitte sa position et gagne indifferemmentdies deux autres points, i.e. si elle est en
A elle a une chance sur 2 d’aller éhet une chance sur 2 d’aller €n On noteq,,, 3, et~, les
probabilités qu’elle se trouve respectivementens et C' a I'issue de lan-eme étape (on a donc
Qp = ]_etﬁ() =Y = 0)

a) Calculeray, 81,71 etay, B2, .

b) Exprimera,, .1, 8,11, Va1 €0 fonction dev,,, G, yn.

On veut étudier le comportement des suites).,, (5,). et (7,). lorsquen tend vers+oo. On
propose 2 méthodes.

c) Méthode 1 diagonalisation d’une matriceSoit (X,,),, = {(an, Bns Tn)-

i) Déterminer une matricd telle que pour tout € Non aitX,,; = AX,,.

ii) DiagonaliserA.

i) Exprimer A™ en fonction dea.

iv) En déduire une expression dg, 3, et~, en fonction dex.

d) Méthode 2 suites arithmético-géométriques.

1) Que vautw, + 3, + v, ? En déduirey, . ; en fonction dev,,.

i) Soienta € R\{1}, b € R etu, € R. On consideére la suit@:, ),, définie par récurrence par
Uni1 = au, +b. Montrer que la suite,, = u,, + % est une suite géométrique. En déduire
une expression de, en fonction dex.

iif) Exprimer «,, en fonction den.

iv) Montrer que pour tout € N on a3, = ~,. En déduires,, et~, en fonction des.

e) Quelles sont les limites de,, 3, et~, lorsquen tend verstoc ?



2. Variables aléatoires et couples de variables aléatoires
discretes

Exercice 1. (Variables aléatoires de Bernoulli et Binomiale).

Dans une pépinierd5% des greffons sont supposés sans virus. Les greffons saydggrar pa-
guets de. Un paquet est déclaré sain si fegreffons sont sans virus.

a) Déterminer la probabilité pour qu’un paquet soit sain.

b) Les greffons sont vendus par lots tepaquets. On modélise le nombre de paquets sains dans
un lot a l'aide d’'une variable aléatoirg€. Déterminer la loi deX.

c) Un lot de 10 paquets Z0 greffons) est accepté par le client si au mdindes10 paquets sont
déclarés sains. Quelle est la probabilité pour qu'un ldtasmiepté ?

d) Le pépiniériste décide plutot de regrouper les greffonsppauets de., et de vendre des lots
de5 paquets (donc toujoueX) greffons). Un paquet est déclaré sain si tous les grefformaduet
sont sans virus, et un lot est accepté si au mohsss paquets sont sains. Le choix du pépiniériste
est-il justifié ?

Exercice 2. (Variable aléatoire géométrique).

a) On lance un dé, et on veut étudier I'instant (aléatoire) 06 &pparait pour la premiere fois.
Modeéliser cette expeérience a l'aide d’'une variable aléat¥i. Calculer sa fonction de répartition,
son espérance et sa variance.

b) On lance un dé a 6 faces et un autre dé a 20 faces. Introduireain@odélisant I'arrivée du
premier 6. Calculer sa fonction de répatrtition, et détermsadoi.

c) Si X etY sontdes variables aléatoires géométriques indépendgotdie est la loi denin(X,Y") ?

Exercice 3. (Variable aléatoire hypergéomeétrique).
On considere une populatigh(des boules par exemple) dont les individus sont répartceex
typessS; (boules noires) e$, (boules blanches), de tailles respectivg®t n,.
On tire au hasard (sans remise) une sous-populatich) de tailler.
a) Décrire I'espace probabilisé associé a ce tirage.
b) Soit X le nombre d’éléements de type tirés. Calculer la loi deX (Vocabulaire : cette loi
s’appelle “la loi hypergéométrique de paraméipes ns, r)").
c) Calculer son espérance.

Exercice 4. Application de la variable hypergéométrique a I'écologie.
On souhaite estimer le nombre d’individi¥sdans une population animale. On procede de la fagon
Suivante :

(1) On préleve un nombr#’; d’individus dans cette population, et on les marque.
(2) On les relache et on attend suffisament pour que ceuxeispersent parmi la population.

(3) On effectue un nouveau prélévementrdmdividus, et on compte parmi cesindividus
combien sont marqués.

a) Modéliser le nombre d’individus marqués lors du secondgwehent a I'aide d’'une variable
aléatoireX y (ici le nombreN total d’individus est inconnu et on souhaite en donner utienas
tion).

b) On a dénombré individus marqués lors du second prélevement. On esiintemme étant la
valeur pour laquellé’( Xy = k) est maximale. Donner une estimationdeen fonction deVy, n
etk.
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Exercice 5. (Variable aléatoire de Poisson).

Soit X une variable aléatoire de Poisson de parametre0, i.e. X (2) = Net,Vk € N, P(X =

k) = ),‘Q—Te*A.

a) Retrouver I'espérance et la variance Xe

Dans un ouvrage dg)00 pages, on a dénombsé coquilles. On estime que le nombre de coquilles

par page de cet ouvrage est décrit par une variable aléatouant une loi de Poisson de parametre
A.

b) Donner le nombre moyen de coquilles par page. Quelle vakedrfaut-il alors choisir ?
c) On choisit une page au hasard dans l'ouvrage. Quelle estolaabilité que cette page ne
contienne aucune erreur ? exactement une erreur ? strict@ine d’une erreur ?

Exercice 6. Montrer que la somme de deux variables aléatoires binomiatkpendantes est une
variable aléatoire binomiale. De méme, montrer que la somendeux variables aléatoires de
Poisson indépendantes est une variable aléatoire de Roisso

Exercice 7. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans I'ensenibldes entiers naturels. Pour
n € N, on notep, = P(X =n).

a) Montrer queX suit une loi de Poisson de parameie- 0 si et seulement si pour tout >
0, Pntl _ A

Pn n+1"
b) Quelle est la valeur la plus probable d’'une variable dig&#é selon une loi de Poisson de
parametre\ > 0?

Exercice 8. Dans une grande urne se trouvent toutes les permutatiorsndgernble{1, ... n}.
On en tire uneg, au hasard et on modélise le nombre de points invariants a@d'aide d’'une
variable aléatoireX. On notel; la variable aléatoire valant 1 sur 'ensembjlec S,, | 7(i) = i}
et O ailleurs.

a) Déterminer une relation entrg et lesU;.
b) Déterminer I'espérance dé puis celle deX.
c) Déterminer I'espérance d&U; pouri # j et deU?.
d) Déterminer la variance dg; et deX.
Exercice 9. Soit (X, Y’) un couple de variable aléatoire dont la loi est donnée par :
- (X7 Y)(Q) = {(m,n) € N? | m < n}v
TL) e—2)\/\n
m

—Vm,neN, m<n, P((X,Y) = (m,n)) = (
a) Determiner les lois marginales déetY'.
b) X etY sont-elles indépendantes ?
c) Calculer la covariance d& etY'.
d) Pourn fixé, déterminer la loi de&X conditionnée pa¥” = n.

e)Y représente le nombre de personnes qui arrivent a un guiahaitdune période de 1 minute, et
X représente le nombre de femmes qui arrivent a ce guicheapefedméme période. Comment
interpréter le résultat d) ?

¥ *
. ,OUN € R,

Exercice 10. A I'entrainement, un basketteur met le ballon dans le paniec une probabilitg.

a) Soit N le nombre minimal de lancers que le basketteur doit faire pou passer le ballon dans
le panier. Par exemple, si le ballon est dans le panier avipreoup,N = 1. Donner la loi deV.
Donner son espérance et sa variance.
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b) Soitn un entier naturel. Maintenant le basketteur compte le nembnimal de lancers néces-
saires, X, pour mettre: paniers. Donner, pour tout entier> 0, P(X = k).

c) Expliquer pourquoiX peut étre vu comme une sommedeariables indépendantes et identi-
guement distribuées dont on donnera la loi.

—+00
d) En déduire I'espérance et la varianceXie(On rappelle quez: E2p(1 —p)ht = 2p2p.)

k=1
Exercice 11. Sur I'ile du Crozet, il passe au plus un bateau par mois. Tamlas ont la méme
probabilitép qu’un bateau passe, et on suppose que la venue de chaquedstealépendante de
ce qui s’est passé les autres mois. Arrivé par bateau stialilmoid), soit M le nombre de mois
gu’il faudra attendre avant I'arrivée du prochain bateau.
a) Donner la loi deM.
b) Chaque bateau a une probabilitde contenir des cigarettes et cela indépendamment de tout le
reste (arrivée du bateau, mois précédents). Bpile nombre de mois qu'il faudra attendre avant
le ravitaillement en cigarettes. Quelle est la loidg?
c) Donner la loi deV, le nombre de cargaisons de cigarettes recues entre led reis.
d) Il se peut aussi qu'il y ait de I'alcool dans la cargaison apeababilité;, et cela de maniéere
totalement indépendante du reste (entre autres la préseman de cigarettes). Saif, le nombre
de mois qu’il faudra attendre avant le ravitaillement emalcQuelle est la probabilité pour que
M.=M,"?

Exercice 12. On s’intéresse a la transmission d’une information binaitest a dire ne pouvant
prendre que deux valeurs. On admet que le procédeé de transmisrecte entre deux individus
et B est tel que, lorsqud émet une valeur de I'information a destination/giece dernier recoit la
valeur émise pa#rl avec la probabilite, et donc 'autre valeur avec la probabilifée= 1 — p. On
suppose qué < p < 1.

On considére des individus successifsiy, ..., 7, avecn € N*. L'information émise pati, est
transmise &;, qui transmet la valeur recueig et ainsi de suite jusqu'g,. Entre deux individus,
i, etig, 1, la transmission de I'information suit la loi décrite pluauh. On notep, la probabilité
que la valeur de I'information recue parsoit identique a celle émise pat et on posey, = 1.

a) Exprimerp,; en fonction dep,.

b) Déterminer une expression gdg en fonction de: et dep.

c) Déterminerlim p,,.

Exercice 13. On suppose qud’, le nombre d’oeufs pondus par une tortue, suit une loi desBnis

de paramétra.

a) Donner I'espérance et la variance te

b) Chaque oeuf de la ponte a une probabjlitBéclore et cela indépendamment de ce qui se passe
pour les autres oeufs. Quelle est la loi du nombre d’oeufssésl., par ponte ?

c) Il y a une proportionf de femelles etn de méles parmi les oeufs pondys+{ m = 1). Le
sexe de I'oeuf est completement indépendant du fait quef'éelose. Quelle est la loi d&/, le
nombre de femelles écloses, et celleNdg, le nombre de males éclos ?

d) Montrer queN; , le nombre de femelles écloses,)éf. = N — N,, le nombre d'oeufs non
éclos, sont des variables indépendantes.

Exercice 14. On choisit au hasard/’ valeurs dans l'intervall§), p~* N], avecp > 0. Pour un in-
tervalle[a, b] C [0, p~' N] on noteMy([a, b]) le nombre de valeurs qui appartiennent a I'intervalle
[a, b].
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a) Donner la loi de la v.alM v ([a, b]).

b) Trouver la loi limite deM y([a, b]) lorsqueN — +oc.

c) Soitty la valeur la plus proche de 0. Poup> 0 fixé, calculer la probabilité quey > ¢, ainsi
gue la limite de cette probabilité quand — +oo.

d) Si|a, b et]c, d] sont deux intervalles disjoints dajis+oo|, les variables\/y ([a, b]) et M ([c, d])
sont elles indépendantes ?

e) Montrer que lorsqueV — +oo, ces deux variables deviennent indépendantes, i.e. pasr to

k,m >0,
lim P(My([a,b]) =k, My([c,d]) =m) = lim P(My([a,b]) = k)

N—+400 N—+400

x lim P(My([c,d]) =m).

N—+oc0
Peut-on expliquer ce résultat ?

f) Calculer la covariance et le coefficient de corrélation dupteW\/ v ([a, b]), My ([c, d])). Quelle
est la limite du coefficient de corrélation lorsgive— +oc ?



3. Variables aléatoires et couples de v.a. a densité

i <
Exercice 1. Soit F' : R — R definie parF'(z) = { ? e5(1+2) :i i - 8’
— z .

fonction de répartition d’'une loi de probabilité dont on déterminera unsitdesi elle existe.

Montrer queF’ est la

Exercice 2. Quelles sont les v.a. a densité classiques que vous connaissez ? Geloutspérance et leur
variance.

Exercice 3. SoientX; et X, deux v.a. indépendantes de méme loi uniforme [But]. Déterminer les
fonctions de répartition des v.&. = min{ X, X2} etV = max{X;, X2}, et en déduire les densités de
probabilité del/ et V. Que vautE (| X; — Xs|) ?

Exercice 4. Déterminer la loi du minimum de v.a. indépendantes suivant des lois exponentielles de para-
metres respectify;, i =1, ..., n.

Exercice 5. Une photocopieuse tombe régulierement en panne. On¥otme v.a. modélisant la durée en
heures entre la mise en route de la photocopieuse et la premiére parne v.a. modélisant la durée entre
la remise en route de la photocopieuse et la seconde panne, et ainged®slsuppose que les variables
aléatoires sont indépendantes et suivent la méme loi exponentielle deenm?

a) Quelle est la durée moyenne entre deux pannes consécutives ?
b) Calculer la probabilité que la photocopieuse fonctionne 3 fois de suite peplda de 2 heures.

) Soit Y une variable aléatoire modélisant la durée maximale de fonctionnement cdatgdges trois
premieres périodes de fonctionnement. CalcHey” < t).

d) Déterminer la densité dg.
e) Calculer I'espérance dg.

Exercice 6. Soit(X,Y) un couple de v.a. suivant la loi uniforme sur le disque unité.
a) Déterminer les lois marginales dé et deY ?
b) X etY sont-elles indépendantes ?

Exercice 7. Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires dont la densité est donnée par :

| alzy| si 0<y<1-—]|x|,
fay) = { 0 sinon.

a) Déterminera.

b) CalculerP(Y — X < 0).

c) Déterminer les lois marginales déetY.

d) CalculerP(X > 1|Y > }). X etY sont-elles indépendantes ?

Exercice 8. Soit A le sous-ensemble du carré unité défini par
1 1
A={(z,y) € [0,1]2:9:2y+50ug5§y§33+§}.

a) Déterminer[[ 14(z,y)dzdy.

b) Soit (X, Y) un couple de v.a. de densité uniforme guDéterminer les lois marginales déet deY'.

c) Calculer la covariance du coup(é&(, Y') ainsi que son coefficient de corrélation.

Exercice 9. Soit L une v.a.r. positive admettant une densité de probaljilé€X une v.a.r. de loi uniforme
sur[0, 1] indépendante d&. On définit deux v.a.tL; et Ly parL; = XL etLy = (1—X)L (celareprésente
par exemple la rupture aléatoire en 2 morceaux de longugues L, d'une certaine molécule de longueur
initiale (aléatoire)L).

a) Déterminer la loi du coupléL;, L»), ainsi que les lois marginales dg et L.

b) Que peut-on dire du coupld.,, Ls) lorsquef(y) = ]1[0,+OO[(y)/\2ye’>‘y (A>0)?

c) Déterminer la loi d&Z = min{L, Ly }.
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4. Convergence de suites de variables aléatoires

Exercice 1. Soit X une variable aléatoire discréte ou a densité, d’espéraneede variance2.
En étudiant?((X — m)?), montrer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :
2
Vt>0,P(|X —m|>t) < 2.
ﬁ
Démontrer, dans ce cas, la loi faible des grands nombres.

Exercice 2. (Convergence en loi de la loi hypergéométrique vers la loi biade)
Soit (X%)r>1 une suite de variables aléatoires hypergéomeétriques dengaies M., Ny, n), telle
que

M
lim My = 400 et lim k

= 0;1].
k——+o00 k—+o00 Nk+Mk pe] ’ [

Montrer que :

k—o0

i P =1) = () 1=,
et interpréter ce résultat.
Exercice 3. (Convergence en loi de la loi Binomiale vers la loi Poisgon.

Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires binomiales de param@tres ou A > 0.
a) Calculer, pour urk fixé, la limite suivante : lim P(X,, = k).

n——+00
b) Application : La proportion de maisons touchées par la feudre année donnée @&st01%.
Quelle est la probabilité gu’'une assurance assurant 100n@@bns ait moins de 3 maisons tou-
chées par la foudre. On précisera les hypothéses faitedes ortiquera.

Exercice 4. La suitesS,,/n converge-t-elle en probabilité lorsque— oo si :

a) S, suit la loi de Poisson du parametre

b) S,, suit la loi binomialeB(n, p),

c) S, suitlaloi normaleNV (0, n). (On admettra que la somme de deux variables aléatoiresatesm
indépendantes/(m, o2) et N'(m’, o2) suit une loiN (m + m/, 02 + 0?).)

Exercice 5. Soit X une variable aléatoire binomiale de parameétfest(, 5. Calculer al0—* prés

la probabiliteP(17 < X < 24) :

a) Directement a l'aide de la loi binomiale.

b) En utilisant le théoréme limite central.

Exercice 6. Une entreprise fabrique des montres. A la softié% sont défectueuses. On consi-
deére un lot de» montres et on not&,, le nombre de montres défectueuses.

a) Comment peut on modéliséef,, ? Quelles hypothéses fait-on alors ?

b) Pourn = 500, comment peut-on approxime¥,, ? En déduire une valeur approchée de la
probabilité d’avoir au plus deux montres défectueuses.

c) Pourn = 10000, comment peut-on approxime¥, ? En déduire une valeur approchée de la
probabilité d’avoir strictement entre 50 et 70 montres digieuses.



11
5. Statistiques : Estimation par intervalles de confiance, Tests

Exercice 1. On admet que la durée de vie, exprimée en jours, d’'un compeészeironique suit
une loi normale d’écart typ&0. Les durées de vie d&0 composants ont donné une moyenne
de 450 jours. Donner un intervalle de confianc®@s de la durée de vie moyenne d’un compo-
sant. On admettra que la somme de deux variables aléatoimesies indépendantds(m, o2) et

N (m’, o) suit une loiN (m + m/, 02 + 7).

Exercice 2. Un échantillon del78 électeurs, choisis aléatoirement, indique qte d’entre eux
vont voter pour A. Evaluer des intervalles de confiant&at a5% pour la proportion (inconnue)
d’électeurs votant pour A.

Exercice 3. On effectue un contréle de fabrication sur des piéces danpuoportionp est défec-
tueuse. On contrble un lot @80 piéces et on trouve) pieces défectueuses. Donner des intervalles
de confiance pouys, au niveaw5% puis99%.

Exercice 4. Des appareils électriques de chauffage ont une moyenneedgevionctionnement
de 20000 heures avec un écart type @@00 heures. A l'aide d’'un changement de composant, le
fabricant affirme que la durée de vie moyenne peut étre aatrageindre21500 heures. On a
testé un échantillon de27 appareils et on a observé une durée de vie moyenné id® heures.
Peut-on soutenir cette affirmation au risquestie 1% ? Calculer le risque de deuxiéme espéce.

Exercice 5. Une piéce jetéé60 fois tombe312 fois sur pile. Pensez vous que cette piéce est bien
equilibree ?
Exercice 6. Le fabricant d’'une nouvelle solution anti-rouille annogee son produit est efficace a

90%. Dans un échantillon d&)0 piéces le résultat est probant pdaf d’entre elles. L'affirmation
du fabricant est-elle légitime ?

Exercice 7. Deux machines A et B fabriquent en série la méme piéce. Lansedexpertise de la
production, on remarque que la machine A a produit) pieces dont0 sont défectueuses alors
que sur led 600 piéces produites par la machine®, sont défectueuses. Doit-on conclure que la
machine A est mieux réglée que laB ?



