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Fonctions d’une variable réelle

Exercice 1.
a) Rappeler les définitions de domination, prépondérance, équivalence de deux fonctionsf etg au
voisinage d’un point ou de l’infini.
b) Etudier la “stabilité” de ces relations par rapport aux opérations suivantes : somme, produit,
passage à l’exponentielle, au logarithme, dérivation. Si ces relations sont préservées le prouver,
sinon donner un contre-exemple.

Exercice 2.
a) Donner une démonstration du théorème : “Une fonction continue sur un segment atteint un
maximum global et un minimum global”.
b) Trouver une fonctionf définie sur[0, 1] qui n’est pas bornée.
c) Trouver une fonctionf définie sur[0, 1], bornée, mais qui n’admet ni minimum ni maximum
global.
d) Trouver une fonctionf définie sur[0, 1], bornée, mais qui n’admet ni minimum ni maximum
local. On pourra juste en représenter une graphiquement. (Indication : considérer une fonction en
dents de scie dont les dents se rapprochent aux bords de l’intervalle.)

Exercice 3.
a) Rappeler la définition de notion de meilleure approximation affine d’une fonctionf en un point
x0.
b) Montrer quef admet une meilleure approximation affineP (x) = ax+b enx0 ssif est dérivable
enx0 et qu’alorsa = f ′(x0) et b = f(x0).

Exercice 4. Illustrer graphiquement chacun des théorèmes suivants. A chaque fois, on illustrera
le théorème ainsi qu’un “contre-exemple” pour chacune des hypothèses manquantes. Par exemple,
pour le théorème des valeurs intermédiaires, on fera un dessin illustrant le théorème, un contre-
exemple lorsque la fonction n’est pas continue et un lorsqu’elle n’est pas définie sur un intervalle.

– Le théorème sur les suites adjacentes,
– Le théorème des valeurs intermédiaires,
– Le théorème de Rolle,
– Le théorème des accroissements finis.

Exercice 5. Soitf une fonction dérivable sur un intervalleI ⊂ R. Rappeler la démonstration de :

f est croissante surI si et seulement sif ′(x) ≥ 0 pour toutx ∈ I.

Indication : l’une des 2 implications découle directement de la définition de la dérivée, l’autre fait
appel à un théorème important !
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Exercice 6. Pour une fonctionf : Q → Q, on définit de façon identique les notions de limite,
continuité, dérivabilité,... que pour une fonction réelle(essayez d’écrire les définitions correspon-
dantes).
a) Trouver une fonctionf : Q → Q continue mais ne vérifiant pas le théorème des valeurs
intermédiaires. (Indication :

√
2 est irrationnel.)

b) Soitf : [0, 1]Q → Q, où [0, 1]Q désigne le segment rationnel{q ∈ Q, 0 ≤ q ≤ 1}, définie par

f(x) = x si x2 <
1

2
, f(x) = x − 1 si x2 >

1

2
.

Montrer quef est dérivable et calculer sa dérivée. Que remarque-t-on ?

Exercice 7. Soit P un polynôme à coefficients réels et scindé surR, i.e. P (x) =
k
∏

i=1

(x − ai)
mi

aveca1 < · · · < ak, mi ≥ 1 et
k
∑

i=1

mi = n = d◦P . On veut montrer que pour toutα ∈ R le

polynômeP ′ + αP est scindé. On considèreg(x) = eαxP (x).
a) Quelles sont les “racines” deg ?
b) Montrer queP ′ + αP admet lesai pour racines avec ordre de multiplicitémi − 1.
c) En considérant la fonctiong, montrer queP ′ +αP possèdek−1 racinesb1, · · · , bk−1 distinctes
desai dans l’intervalle[a1, ak].
d) Conclure dans le casα = 0.

On supposera désormais queα 6= 0.
e)Soitf : R → R dérivable et soita ∈ R. On suppose quelim

x→+∞

f(x) = f(a), resp. lim
x→−∞

f(x) =

f(a). Montrer qu’il existec ∈ ]a, +∞[, resp.c ∈ ] −∞, a[ tel quef ′(c) = 0.
f) Montrer queP ′ + αP admet une racinec < a1 si α > 0 et c > an si α < 0.
g) Conclure. Quel est l’ordre de multiplicité desbi et dec ?

Exercice 8. Soitf un fonction de classeCn+1 sur un intervalleI. Soitb ∈ I. On définitFb : I → R
par

Fb(x) = f(b) −
(

n
∑

k=0

f (k)(x)
(b − x)k

k!

)

.

a) Montrer queFb est dérivable surI et calculer sa dérivée.
b) En déduire la formule de Taylor avec reste intégral.

c) Soita ∈ I tel quea 6= b. SoitA le réel tel queFb(a) =
(b − a)n+1

(n + 1)!
A. Montrer qu’il existec un

réel compris entrea et b tel queA = f (n+1)(c).
d) Quelle formule obtient-on ainsi ?

Exercice 9. (Théorème de Darboux). Soitf : I → R dérivable. On veut montrer quef ′ vérifie la
propriété des valeurs intermédiaires même sif ′ n’est pas continue.
a) Soit [a, b] ⊂ I. On suppose quef ′

+(a) < 0 et f ′

−
(b) > 0. Montrer quef possède un minimum

local dans]a, b[. En déduire qu’il existec ∈ ]a, b[ tel quef ′(c) = 0.
b) Montrer que sif ′(a) < λ < f ′(b) (ou f ′(b) < λ < f ′(a)) alors il existec ∈ ]a, b[ telle que
f ′(c) = λ.
c) En déduire quef ′(I) est un intervalle.
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Exercice 10. Soitf une fonction convexe sur unsegmentI.
a) Montrer l’inégalité des pentes, i.e, pour tousa < b < c réels deI,

f(b) − f(a)

b − a
≤ f(c) − f(a)

c − a
≤ f(c) − f(b)

c − b

b) En déduire quef est continue sur
◦

I. Qu’en est-il aux bornes deI ?
c) Que peut-on dire de la dérivabilité éventuelle def ?

d) Montrer que sif est continue surI et dérivable sur
◦

I, alorsf est convexe ssif ′ est croissante.

e) Montrer que sif est dérivable sur
◦

I, alorsf est convexe ssi le graphe def est au-dessus de ses
tangentes, i.e.

∀(x, x0) ∈ I2, f(x) ≥ f(x0) + f ′(x0) × (x − x0).

f) Inégalité de Jensen : Soientx1, .., xn∈I etp1, .., pn∈ [0, 1] avec
n
∑

k=1

pk =1, Alors,

f

(

n
∑

k=1

pk xk

)

≤
n
∑

k=1

pk f(xk).

g) Application 1 : comparaison des moyennes arithmétiques, géométriques et harmoniques.

i) Vérifier que la fonctionln est concave.

ii) En déduire que pour tousa1, . . . , an ∈ R+∗ :

1

n

n
∑

k=1

ak ≥
(

n
∏

k=1

ak

)
1

n

≥ n
∑

n

k=1
1
ak

h) Application 2 : polygônes réguliers.
Soit n un entier supérieur ou égal à3 et M1M2 · · ·Mn un polygône convexe inscrit dans un

cercle (de centreO et de rayonR > 0.) On noteθi l’angle ̂MiOMi+1 pouri = 1, · · · , n − 1 et θn

l’angleM̂nOM1.

i) Faire un dessin !

ii) CalculerMiMi+1 en fonction deθi puis le périmètrePn du polygône.

iii) Montrer quePn ≤ 2nR sin π

n
(Indication : montrer que la fonctionsin est concave sur

[0, π]).

iv) Quel est le polygône convexe àn côtés et inscrit dans un cercle qui a le périmètre maximal ?


