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Intégration

Exercice 1. (Calculs approchés)
Soit f : [a,b] — R de class&?. On noteM; = sup |f'(z)| et M, = sup |f"(x)|. On définit
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On utilise les quantités<, S9, S™ et T,, pour calculer une valeur approchéeﬁjef(x)dx
a) Justifier les noms de ces 4 méthodes de calcul approché.

b) ) En utilisant le théoreme des accroissements finis, montier q
My (b— M (b —
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i1) En considérant les fonction§z) = z, resp.f(z) = —x, montrer que les majorations ci-

dessus sont optimales.
c) ) Enutilisant la formule de Taylor-Lagrange a l'ordre 2, menque
Mg(b —a)?
24n?
i1) En considérant la fonct|oy‘i x) = z? sur|0, 1] montrer que la majoration obtenue est opti-
male.
d) Expliquer pourquoi la majoration obtenue est bien meiteawrec la méthode du point milieu.

e) On notez), = a + k2.
i) OnnotePy(x) Iafonctlon affine passant par les poi(ts, f(xy)) et(zxs1, f(zxs1)). VErifier

m

que
n—1 Tho1
T, = Z/ Py(z)dx.
k=0 Tk
i1) On notepy(z) = f(z) — P.(x). Montrer que

[ =5 [ @ - nte - sena.
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iii) En déduire que
b 3
Mg(b — CL)
/a f(x)de —T,| < 1o

iv) Trouver un exemple de fonctiohprouvant que la majoration ci-dessus est optimale.

Exercice 2. Calculer les limites des suites suivantes :
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Exercice 3. Etudier la nature des intégrales impropres suivantes :
—+00
(1) / z° (1 — e‘l/ﬁ) dz selon les valeurs de.
0
1
1 1
(2) / — Cos (—) dzx.
0 T x
3) /+oo arctan(2z) — arctan(z)
0

x
x> 0, arctan(z) + arctan (1) = 5.)

dz. (Indication :arctan(z) = = + o(x) en0 et pour tout

Exercice 4. (Transformation de Laplace)
Soit f continue par morceaux slil, +oo[. On suppose qu'il existe > 0 tel que f(t)e™"" est

intégrable.
—+00

a) Justifier que pour toyt > r, lI'intégrale L(p) = / f(t)e P'dt converge. La fonctiord. s
0
définie surfr, +00| s’appelle la transformée de Laplace tle

b) Montrer que la fonctiord ; est continue sur-, +oo|, dérivable sufr, +-oo et vérifie ligrn L¢(p) =
p—+00

0. Par la suite on admettra quieest de classé€'™ sur|r, +oo].
c) On suppose de plus qyeest dérivable et qué(t)e " est bornée. Montrer que la transformée
de Laplace d¢g’ est bien définie sur, +oo| et vérifie
Ly(p) = pLys(p) — f(0).
d) Soit F'(t) = [ f(s)ds. Montrer queL est bien définie sur, +oof et vérfie

e) On se place sous les hypothéses de la quesjidviontrer quef(0) = hr_{l pF(p).
p—+00
Si de plusf’ est intégrable, montrer qlgﬁin ft) = lirr(l)pF(p).
——+00 p—

f) Calculer les transformées de Laplace des fonctions susgpteir chacune d’elle on précisera
sur quel intervalle elle est définie) :

t—1t", mneN, t—e, >0, t—tte™, neNetr >0,
t— cos(wt), w€R, t— sin(wt), we€R.



g) On souhaite résoudre I'équation différentielle suivante :
ty"(t) — (t+ 1)y (t) + 2y(t) = 0, y(0) = y'(0) = 0.
On noteL(p) la transformée de Laplace de la fonctigelle est a priori définie sur un intervalle
I =]r, +0)).
i) Montrer que pour toup # 1 on apdipL(p) = —3L(p).
i1) DéterminerL(p) en fonction dep.
i7i) En déduire les solutions de I'équation différentielle (mupa utiliser la question f)).

Exercice 5. (Extrait CAPES 2009)
Partie |
Pour tout entier, > 0, on pose

a) Montrer que, pour tout > 0, on al,, = sin”(x)dz. (Indication. On pourra, par exemple,
0
utiliser un changement de variables.)

b) Montrer que la suitélV,,),, est strictement décroissance. (Indication. Pour la désaoice, on
pourra comparer les fonctions— cos™(x) etz +— cos™™!(z). Pour la stricte décroissance, on
pourra raisonner par I'absurde.)

c) A l'aide d’'une intégration par parties montrer que, pau¥ 0, on a

n+1
Wn+2 = (Tl+2) Wi,.

d) En déduire que, pour tout entigr> 0, on a
_ p)! 7 _ 2%(ph)?
T owphzo UL op 1)l

On admettra dans la suite qug, ~ /5.

Partie Il
[Rappel sur les intégrales multiples et généralisation. @peal n'est utile que pour les sous-
guestions e) et g) ).

Les notions d’intégrales doubles et triples ainsi que lalrode de calcul par intégrations suc-
cessives de ces dernieres (présentes au programme), seligamd a toute dimension finie de
la maniere suivante : étant donné un entier> 1, une partie4,, C R"™ sera dite continGment
paramétrable sin = 1 et A; est un segment ou 8i > 2 et s'il existe une partied,,_; ¢ R*!
continment paramétrable et deux fonctions continties: A, — R telles que

A, ={(z1,...,2n) €ER"[(21,...,2p1) € Apy et far, .., xn1) <xp < g(x1, ..., 2021) }

Avec ces notations, pour une fonction continue A,, — R, on définit I'intégrale multiple de
sur A,, par la formule suivante :

g(z1,e@n—1)
/.../ @(xl’_..7$n>dxn...dx1:/.../ / @(x17...,xn)d$n dxn—l"'dl‘l.
Apn An—1 f(xlv"-7xn—1)

On admettra, sans démonstration, qu’a l'instar des intéggaloubles et triples, le réel ainsi ob-
tenu ne dépend que de la partig, et de la fonctione. Le volume de la partiel,, sera alors, par

définition, lereel [--- [ dx, ---dx;.]
A'IL



On se propose d’étudier ici le comportement du volume d'uméeébde rayon fixé quand on
fait varier la dimension de I'espace. Plus précisémentgdixse un réelR > 0 et pour tout entier
n > 1 on considere danR™ la bouleB,, de centre) et de rayonk :

B, ={(z1,...,2,) ER" |2 +... + 22 < R’}
On noteV,, son volume.
e) Montrer que, pour. > 2, pour tout(xy, ..., z,) € R",ona
(Ilv s 7xn—1) € Bn—l
VR —af - —a? <z, <JRP—af - —a2

n

(xl,...,xn)eBn(:){

En déduire par récurrence sut> 1, queBB,, est continllment paramétrable.

f) SoientA > 0 un réel etm > 0 un entier. Montrer, en se servant par exemple d’un changemen
de variable utilisant la fonctioh— A sint, que

A m
/ (N —27) % da = 22" Wi
A

g) En déduire que pour tout entier> 2 ettoutk = 1,...,n—10na

k
v, = 2¢ <HW) // (B2 = a2 = =22 ) dopy - day.
i=1 Bk

(Indication. On pourra, pout fixé, faire une récurrence finie skr)
h) Prouver finalement que, pour tout entiep> 1, on a

v, = (H W,-) R,

et par suite, que pour > 1

k
™
‘/Zk - HR?]C’
et que pouk > 0

!
Va1 = 22k+lﬁﬂkR%+l'

Expliciter V;, V5, V3 et V.

i) En utilisant la formule de Stirling! ~ (2)" v/27n, donner des équivalents simples des suites
(Var )k €t (Vagt1 ).

j) En déduire quéim,, V,, = 0.

k) Montrer que, soit la suitél/,),, est décroissante, soit il existe un ramgtel que la suitgV},),,

soit croissante jusqu’au rang, puis décroissante. (Indication. On pourra calculer sémant le
rapportV,,.1/V, grace a la question h) et utiliser les questions b) et d)).

[) Donner les valeurs dB pour lesquelles la suité/,),, est décroissante.
m) Que vaut le rang,, de la question k) quang = 17?

Exercice 6. (Intégrales curvilignes)

a) Rappeler la définition d’'uné-forme différentiellev sur un ouverf) C R”.

b) Soit~ : [a,b] — © un arc paramétré. Rappeler la définition de 'intégrale digrve f,y w.
c) Rappeler la formule de Green-Riemann.

d) En utilisant la formule de Green-Riemann, calculer l'airel@eégion du plan délimitée par
I'astroide d’équation paramétriquet) = cos®(t) ety(t) = sin’(¢).



