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CHAPITRE 1
LOGIQUE ET NOMBRES REELS

1.1 Rudiments de logique propositionnelle

Une proposition est un énoncé qui peut prendre deux valeurs logiques : V (vrai) ou F (faux).
Exemple 1.1. La proposition “Demain il va pleuvoir” peut étre soit vraie soit fausse.

En mathématique, on part d’un petit nombre de propositions que 1’'on suppose vraies (les
axiomes) et on essaie d’étendre le nombre d’énoncés vrais au moyen de démonstrations. Pour
cela on utilise des regles de logique.

A partir de deux propositions quelconques A et B on en fabrique de nouvelles, qui peuvent
étre également vraies ou fausses, et dont on définit la valeur logique en fonction des valeurs
logiques de A et de B :

e la négation de A, notée “non A” ou
quand A est vraie.

e “A et B”, notée également “A A B”. Elle est vraie quand les deux propositions A et
B sont vraies, et fausse sinon.

e “A ou B”, notée également “AV B”. Elle est vraie quand au moins I'une des deux
propositions A et B est vraie, et fausse sinon.

e A implique B, notée “A = B”. L’idée de cette proposition est de dire “si A est vraie
alors B est vraie”. Elle est donc fausse uniquement lorsque A est vraie mais B est
fausse. En particulier, si A est fausse alors I'implication A = B est vraie, peu importe
que B soit vraie ou fausse!

e A est équivalent a B, notée “A < B”. Cette proposition affirme que A et B ont la
méme valeur logique : soit elles sont toutes les deux vraies, soit toutes les deux fausses.

Une table de vérité résume cela :

43

—A”. Elle est vraie quand A est fausse et fausse

A|B| nnA|nnB|AetB|AouB | A=B| A< B
VIV F F \Y \Y% \Y% \%
V| F F A% F \% F F
F|V \Y% F F \% \% F
F|F \% A% F F A% A%
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6 Logique et nombres réels

2 Attention ! L’évaluation des nouvelles propositions en fonction de la valeur des anciennes
parait naturelle sauf pour I'implication : si A est fausse, alors I'implication A = B est vraie,
peu importe que B soit vraie ou fausse! Lorsqu’on dit “Si A alors B” on sous-entend “Si A
est vraie, alors B est vraie”, mais cela ne dit rien sur B lorsque A est fausse. Par exemple,
(r + 1) = 22 + 22 = 1 = 0 est vraie. Cela signifie juste que 'implication est vraie, pas que
les propositions (z + 1)* = 2% + 2z et 1 = 0 sont vraies !

La plupart des théoremes que vous avez vus, et que vous verrez par la suite, sont de
la forme “Si 'hypothese A est vraie alors la conclusion B est vraie”. Dire que ce théoreme
est vrai ne signifie pas que la conclusion B est toujours vraie, mais uniquement qu’elle 'est
des que 'hypothese A est satisfaite. Si par contre I’hypothese A est fausse, la conclusion
peut-étre soit vraie soit fausse, voir 'Exemple 1.2 ci-dessous.

On utilise en mathématique I'implication pour obtenir de nouveaux résultats. Si I'on sait
qu'un résultat A est vrai et si 'on montre que I'implication A = B est vraie, alors on en
déduit que la proposition B est vraie, ce qui étend les résultats mathématiques.

Exemple 1.2. Au collége vous avez vu le théoreme suivant : “Si les droites Dy et Dy sont
toutes les deux paralléles a une méme droite D3 alors elles sont paralléles entre elles”. Ici la
proposition A est “les droites Dy et Dy sont toutes les deux paralléles 4 une méme droite D3”
et la proposition B est “les droites Dy et Dy sont paralléles”. Que pouvez-vous affirmer sur
les droites Dy et Do si A est fausse ? Rien du tout! Elles peuvent soit ne pas étre paralléles
(B est fausse, figure de gauche) soit étre paralléles (B est vraie, figure de droite).

Dy
Dy
Dl D1
D3 D3

Exemple 1.3. On considere les propositions A : “Demain il va pleuvoir”, et B : “Demain
Jlirai au cinéma”. La proposition A = B s’écrit alors “Si demain il pleut alors j’irai au
cinéma”. Dans quel(s) cas pourrez-vous dire que j’ai menti ¢ Comparez avec la table de
vérité de A = B.

De la méme facon, ’équivalence A < B ne signifie pas que les propositions A et B sont
vraies, mais uniquement qu’elles sont soit toutes les deux vraies, soit toutes les deux fausses.
Par exemple, I'équivalence “4 < 2 < 7 = 0" est vraie! On reviendra sur l'utilisation du
symbole “<” dans la résolution d’équations ou d’inéquations.

B Attention ! Le contraire (ou la négation) de A = B est (A et non B) : “I’hypothese est
vraie et la conclusion est fausse”. Ce n’est en aucun cas 'implication B = A. Cette derniere
s’appelle I'implication réciproque de A = B.

Remarque 1.4. Pour montrer qu’une équivalence A < B est vraie on procede souvent en
deuz temps :

1. On montre que l'implication A = B est vraie;

2. On montre que 'implication B = A est vraie.
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1.1 Rudiments de logique propositionnelle 7

Cela provient du fait que la proposition
(A= B)< (A= B) et (B=A))
est toujours vraie quelques soient les valeurs logiques de A et de B (on parle de tautologie).

Exercice 1.1. En utilisant une table de vérité, montrer que la proposition
(A= B)< (A= B)et (B=A))

est toujours vraie quelques soient les valeurs logiques de A et de B.

Exercice 1.2. En utilisant une table de vérité, montrer que la proposition suivante est
toujours vraie quelques soient les valeurs logiques de A et de B.

(A= B) < (non B= non A).

Remarque 1.5. Cet exercice montre qu’une implication A = B est vraie si et seulement
si Uimplication non B = non A est vraie. Autrement dit, pour montrer que “si I’hypothése
est vraie alors la conclusion est vraie” on peut aussi montrer que “si la conclusion est fausse
alors Uhypothése est fausse”. La proposition non B = non A s’appelle la contraposée de
A = B (a ne pas confondre avec la réciproque qui est la proposition B = A).

Exercice 1.3. Soit n € N. En utilisant la contraposée, montrer que si n? est pair alors n
est pair.

2 Attention ! L’écriture de certaines propositions peut parfois étre ambigué et nécessite
pour cela I'utilisation de parentheses. Par exemple, dans la proposition “A = B et C”, faut-
il comprendre “Si A est vraie alors B et C sont vraies” ou bien “C' est vraie et, si A est
vraie alors B est vraie” 7 Pour lever 'ambiguité on écrira respectivement “A = (B et C)”
et “(A= B)et C”.

Exercice 1.4. A l'aide d’une table de vérité vérifiez que “(A = B)et C 7 et “A =
(B et C)” ne signifient pas la méme chose.

Conditions nécessaires, conditions suffisantes

e On dit que B est une condition nécessaire de A si “pour que A soit vrai, il faut que
B soit vrai”. Autrement dit, si B est faux alors A est faux : (non B = non A) <
A= B

e On dit que B est une condition suffisante de A si “pour que A soit vrai, il suffit que
B soit vrai”. Autrement dit, si B est vrai alors A est vrai : .

e On dit que B est une condition nécessaire et suffisante de A si “pour que A soit vrai,
il faut et il suffit que B soit vrai”. Autrement dit, si B est faux alors A est faux, et
si B est vrai alors A est vrai : |A < B|.
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8 Logique et nombres réels

1.2 Quelques idées sur ’ensemble R des nombres réels

On ne donne ici qu'une idée assez informelle des nombres réels. Leur construction rigoureuse
est beaucoup plus compliquée et admise dans le cadre de ce cours. L’ensemble des nombres
réels est noté R. Un réel est un nombre pouvant s’écrire sous la forme

taias ... 0y, Qpi1Qpas ...

ou les a; sont des entiers naturels compris entre 0 et 9. Une telle écriture est appelée
développement décimal.

On rencontrera souvent les sous-ensembles de R suivants : R* = {# € R| = # 0} l'en-
semble des nombres réels = qui sont différents de 0, R* = {z € R| 2 > 0} I'ensemble des
nombres réels x qui sont strictement positif, Ry = {z € R| 2 > 0}, R* = {x € R| x < 0},
R_={zeR|z<0}.

& Notation. Si P(z) est une propriété dépendant du nombre z la notation {z € R | P(z)}
signifie “I’ensemble des nombres = dans R tels que la propriété P(z) soit vraie”.

1.2.1 Résolution d’équations et raisonnement par équivalence

On considere I’équation 3x+2 = 0 d’inconnue x € R. Résoudre ’équation signifie trouver
toutes les solutions de I’équation, c¢’est-a-dire tous les nombres réels = vérifiant 3x + 2 = 0.
Autrement dit, il s’agit de déterminer 'ensemble £ = {x € R| 3z + 2 = 0} des solutions.

Considérons le raisonnement suivant :

“Si x € R vérifie 3x + 2 = 0 alors, en ajoutant —2 de chaque coté, 3x = —2 et,
en multipliant par 1/3 de chaque coté, x = —2/3.”

A Taide du symbole = ce raisonnement s’écrit : soit x € R,
2
3r+2=0= 3z=-2 e 3Jr=-2= ZL’:—g.

La proposition mathématique ci-dessus ne signifie pas que pour n’importe quel z € R on a
3r + 2 = 0, elle signifie “si 3z + 2 = 0 est vrai alors 3z = —2 est vrai” et “si 3x = —2 est
vrai alors = —2/3 est vrai”. Autrement dit “si 3z + 2 = 0 est vrai alors © = —2/3".

Ce raisonnement montre que si x est une solution alors forcément il vaut —2/3. 1l ne
montre par contre pas que —2/3 est solution. Si 'on ajoute au raisonnement précédent la
remarque suivante : 3(—2/3) +2 = —2 4 2 = 0 alors on montre que —2/3 est solution de
"équation ou encore que l'implication (x = —2/3) = (3x + 2 = 0) est vraie.

Ces deux étapes montrent que ’équation a exactement une solution a savoir —2/3, ou
encore que I'équivalence 3x +2 =0 <= x = —2/3 est vraie.

Résoudre une équation revient a montrer une équivalence! Dans I’exemple précédent, on
montre que la propriété 3z+42 = 0 est équivalente a la propriété z = —2/3. Cette équivalence
peut se faire soit en deux étapes comme ci-dessus, soit par une suite d’équivalences qui
permettent de faire les deux étapes en meéme temps. Dans 'exemple précédent, on peut
procéder de la fagon suivante.

Rappelons les deux propriétés suivantes de R. Pour tous a,b,c € R, (a =b) < (a+c¢ =
b+ ¢). Pour tous a,b € R, pour tout ¢ € R*, (a = b) < (ac = bc). On a alors, en utilisant
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1.2 Quelques idées sur ’ensemble R des nombres réels 9

la premiere propriété avec a = 3x + 2, b = 0 et ¢ = —2, puis en utilisant la seconde avec
a=3r,b=-2etc=1/3#0,

364+2=0 & 3r=-2 & r=-2/3.

Remarque 1.6. Quand on résout une équation il faut également faire attention a [’ensemble
dans lequel on cherche les solutions. On a vu que “l’équation d’inconnue x € R donnée par
3x+2 = 0" admettait exactement une solution, v = —2/3. Par contre “I’équation d’inconnue
x € N donnée par 3z +2 = 07 n’admet aucune solution. Dans ces exemples, afin de préciser
I’ensemble dans lequel on cherche les solutions on écrira respectivement “Résoudre dans R
I’équation 3x +2 = 0" et “Résoudre dans N [’équation 3x +2 =07,

£ Attention ! Lorsque 'on résout une équation il faut bien faire attention : est-on en train
d’utiliser des implications ou des équivalences 7 Dans le premier cas il ne faut pas oublier de
faire la seconde étape.

Exemple 1.7. On veut résoudre dans R [’équation x = \/2x + 3.
On peut faire le raisonnement suivant. Soit x € R,

r=vV2r+3 = 22=2r+3.

On utilise ici la propriété “(a =b) = (a® = b?)”. Attention, on n’a pas ici d’équivalence.
En effet (—2)* = 22 pourtant —2 # 2. Ce qui est vrai c’est I’équivalence

a> =0 & (a=boua=—b).

On continue ensuite en résolvant I’équation du second degré x* — 2z — 3 = 0. On en déduit
alors que v = —1 ou x = 3 (faites-le!). Au final on a montré

r=vV2r+3 = (x=-1ouz=23).

Ce raisonnement montre seulement que s’il y a une solution alors c’est —1 ou 3 (ou les
deuz). Il ne dit pas que —1 est solution ni que 3 est solution.

On termine alors la résolution de l'équation de la facon suivante : pour x = —1 on a
V2x +3=+1=1%x donc —1 n'est pas solution, pour z =3 on a 2r +3=+vV/9=3 ==z

donc 3 est bien solution. Finalement, I’équation posséede exactement une solution : 3.

1.2.2 Relations d’ordre

Une propriété fondamentale de R est que cet ensemble possede une relation d’ordre, c’est a
dire que 'on peut toujours comparer deux réels : x < y signifie que x est égal a y ou que x
est plus petit que y. On dit que < est une relation d’ordre, ce qui signifie que la relation <
vérifie les propriétés de

e réflexivité : x < x pour tout x € R,

e antisymétrie : pour tous x,y € R, si x <y et y < x alors x =y,

e transitivité : pour tous x,y,z € R;siz < yet y <z alors z < 2.
De plus l'ordre est total : deux éléments donnés de R peuvent toujours étre comparés entre
eux (on dit que R est un ensemble totalement ordonné).

On rappelle les propriétés suivantes sur cette relation d’ordre. Pour tous z,y,z € R on a
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10 Logique et nombres réels

o r <y < z+z<y+z,
e Siz>0alorsx <y < zz < zy,
e Siz<Oalorsx <y < zz > zy.

On peut en déduire par exemple

1 1
e <<y <— 0<~-< —,
Yy s

1 1
er<y<0 <= —<-<0,
y x
e Si0<x <y alors 2% < 92,

e Siz <y <0 alors 22 > y%

1
& Attention ! Siz < 0 < yalors — < 0 < —, mais on ne peut a priori rien dire sur 22 et 3.
z Y

1.2.3 Valeur absolue d’un nombre réel

Pour x € R, on définit sa valeur absolue par :

r si x>0,
|z| = -
—x s1 xz<0.

On rappelle les propriétés suivantes, pour tous z,y dans R et tout n dans N :
(1) [zy| = [=] x [y],
(12) [z"] = [=[",
(iii) 2° <y* <= |z[ <yl

Exercice 1.5. Démontrer les propriétés précédentes.

Contrairement a ce qui se passe pour le produit, la valeur absolue d'une somme n’est en
général pas égale a la somme des valeurs absolues.

Proposition 1.8 (Inégalité triangulaire). Pour tous = ety dans R on a

|z +y| < |z|+ |y||

De plus, |x + y| = |z| + |y| si et seulement si x ety ont méme signe.

Démonstration. Soient x et y dans R. On écrit

(z+y)? = 2" +2ay+y’
< 2+ 2wyl +y" = Jal 20zl x yl+[ylF = (o] + ly)*

La propriété (iii) ci-dessus permet d’affirmer que |z + y| < ||z] + |y||. Puisque |z| + |y| est
positif on en déduit le résultat.

Finalement, ces deux nombres sont égaux si et seulement toutes les inégalités dans le
calcul ci-dessus sont des égalités. C’est-a-dire si et seulement si

2?4 22y + 9 = 2% 4+ 2wy + 97 = Yy = |2y,

ce qui est le cas si et seulement si xy > 0 et donc z et y ont méme signe. O

L. Bruneau L1 MIPI, Univ. Cergy-Pontoise



1.2 Quelques idées sur ’ensemble R des nombres réels 11

Corollaire 1.9. Pour tous x et y dans R on a
1|z —y| < |z + Jyl.
2. ||lz| = |yl| < |z —y| (inégalité triangulaire inversée).
3. el = lyl| <l +yl.

Démonstration. 1. On applique l'inégalité triangulaire avec x et —y en remarquant que

| =yl =lyl.

2. On applique I'inégalité triangulaire avec z et y —z : |y| = |z + (y — 2)| < |z| + |y — =
et donc |y| — |z| < |y — 2| = |z — y|. En intervertissant les roles de = et y on a de méme
7| — |y| < |z —y|. Comme ||z] — |y|| vaut soit |z| — |y| soit [y| — |2, on en déduit le résultat.

3. On applique 2. avec x et —y. O

1.2.4 Distance entre les nombres réels

De fagon naturelle on définit la distance entre deux réels x et y par (voir la Figure ci-dessous)

d(z,y) = {

A Taide de la valeur absolue on peut alors simplement écrire

y—x si x <y,
rT—y sl T>y.

d(z,y) = [z —yl|
d(xlvyl) =l — X1 = |y1 - 551\ d($27y2) =T2 — Y2 = |y2 - 562\
_
T Y1 Y2 T2

Ainsi, étant donnés xy € R et a € R, 'ensemble des réels x tels que
v — 29| <

est 'ensemble des nombres réels x qui sont a une distance au plus e du nombre x.
Si a € R, on vérifie facilement les propriétés suivantes :
e (z|=0a) <= (r=aouz=—a),
o (|7]<a) <= (—a<z<a),
e (|z]| >a) <= (z < —aouzx >a).
On a alors

|t —20| <a <= —a<zr—2y<a <= rg—a<z<z+a
Autrement dit {z € R| |z — zo| < a} = [zg — a, 29 + a].

(07 «

T I T
Tog— ) To +

& Attention ! La notion de limite que nous verrons dans le Chapitre 3 repose sur celle de
distance. Afin d’appréhender la définition de limite il est indispensable d’avoir en téte ce lien
étroit entre valeur absolue et distance entre les nombres.
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12 Logique et nombres réels

1.3 Les quantificateurs logiques

Définition 1.10. Un ensemble E est une collection d’objets appelés éléments. On note
x € E si l'objet x est un élément de F.

Soit P(zx) une proposition dépendant d’un objet z d’un ensemble E. On note :
e Vz € E, P(z) lorsque la proposition P(z) est vraie pour tous les éléments = de
I’ensemble E,
e Jr € E, P(x) lorsqu’il existe au moins un élément x de I'ensemble E pour lequel la
proposition est vraie.

Exemple 1.11. On considere l’ensemble E des habitants du Val d’Oise, et pour un habitant
x on appelle P(x) la proposition “l’habitant x habite Cergy”. La proposition (Vx € E, P(x))
est fausse mais la proposition (3x € E, P(x)) est vraie.

Remarque 1.12. Lorsqu’on écrit “3x € E, P(x)” il peut y avoir plusieurs éléments x de
Uensemble E pour lesquels la proposition P(x) est vraie. Si on veut préciser que P(x) n’est
vraie que pour un seul élément x de E on utilise alors la notation “ Iz € E, P(x)” qui se
lit “il existe un unique x dans E tel que P(x) soit vraie”.

Il faut savoir nier une proposition dépendant de quantificateurs. La négation de “pour tout
x, la proposition P(x) est vraie” est “il existe un x tel que la proposition P(z) soit fausse” :

non(Ve € E, P(z)) <= Jz € E,nonP(z).

De méme,

non(dz € E, P(x)) <= Vz € E,nonP(z).

2 Attention ! On n’utilise jamais les symboles A et X.

Exercice 1.6. Ecrire la négation de la proposition
JreR, dseR, VzeR, z<res<r.

Remarque 1.13. 1. Pour montrer une proposition de la forme “Nx € E, P(z)” (quel
que soit x dans E, x vérifie la propriété P(z)), on commence la démonstration par :
“Soit © € E. Montrons que la propriété P(x) est vraie...

2. Pour montrer une proposition de la forme* 3z € E, P(x)” (il ezriste au moins un
élément x vérifiant la propriété P(x)), il suffit de donner un élément x vérifiant cette
propriété. La démonstration contiendra alors sans doute la phrase : “Posons x = ...
Vérifions que x convient...”

3. Pour montrer qu’une proposition de la forme “Vx € E, P(x)” est fausse (c’est-a-dire
que Jx € E tel que P(x) est fausse), il suffit d’exhiber un contre-exemple : Posons
x = ... Pour cet élément x, P(x) est fausse. L utilisation de contre-exemples est revue
dans la Section 1.4.3 page 15.

Exemple 1.14. 1) On veut montrer que la proposition “Vx € R, z*—2x+2 > 07 est vraie.
Ici E =R et P(x) est la proposition “x?> —2x +2 > 0"
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1.4 Quelques modes de raisonnement 13

Soitz €R. Onaz?—2x+2=(x—1)2+1>1> 0. La proposition P(x) est donc vraie.
On a bien montré que étant donné un nombre réel x quelconque la proposition P(x) était
vraie et donc que la proposition “Vrx € R, 2?2 — 2z +2 > 07 est vraie.

2) On veut montrer que la proposition “ Iz € R, 4% > 237 est vraie. Ici E =R et P(x)
est la proposition “4x* > 237,

Soit x = 1. On a 42 = 4, 2> = 1 et 4 > 1. La proposition P(1) est vraie donc la
proposition “ Iz € R, 42* > 237 est vraie. On aurait pu aussi montrer que P(2) est vraie
(faites-le) : le x pour lequel P(x) est vraie n’est pas unique.

3) On veut montrer que la proposition “Vx € R, 4x? > 237 est fausse. Ici E = R et
P(x) est la proposition “4x* > x37.

Soit x = 5. On a 4z* = 100 et 23 = 125. La proposition P(5) est fausse donc “Vx €
R, 42% > 237 est fausse

£ Attention ! La négation de la proposition “x > 07 est “z < 0”. Par contre la négation
1 1

de la proposition “Vo > 0, — < 1”7 est la proposition “dxr > 0, — > 17 et non pas “dr <
x x

0, i > 17. Quand on écrit Vo > 0 I'ensemble E des éléments considérés est R : au lieu de
Va > 0 on aurait aussi bien pu écrire Vo € R’. Le contraire de “Vx € R, i < 17 est bien
“JreRy, 1>17 s0it “Jz >0, 1>1".

Sur cet exemple, la proposition P est fausse : si x = % on a % = 2 > 1. La proposition Q :
“dr <0, % > 17 est également fausse puisque si x est négatif i I’est aussi et ne peut donc
pas étre supérieur ou égal a 1. Les deux propositions P et Q étant fausses toutes les deux,

Q ne peut pas étre la négation de P.

2 Attention ! L'ordre des quantificateurs est important! La proposition “Vr € R, 3y €
R,z < y” est vraie : pour tout nombre réel x on peut trouver un nombre réel y strictement
plus grand que x, par exemple y = x + 1 convient. Par contre, la proposition “dy € R,Vx €
R,z < y” est fausse : on ne peut pas trouver de nombre réel y qui soit plus grand que tous
les nombres réels. Par exemple y n’est jamais plus grand que y + 1. Conclusion :

‘On ne peut pas inverser les quantificateurs V et EI‘

Par contre on peut inverser deux V et deux 3 :
o (Vxe E\Vye F,P(x,y)) <= (Vy € F,Vx € E, P(z,y)),
e (Ixr e E,Jye F,P(x,y)) < (Jy € F,3x € E, P(z,y)).

1.4 Quelques modes de raisonnement

On a déja rencontré les raisonnements par implication ou par équivalence (résolution
d’équations). On va voir ici quelques autres modes de raisonnement que vous aurez I’occasion
d’utiliser par la suite. On en verra un dernier, le raisonnement dit “par I’absurde”, dans la
Section 2.1.4 du Chapitre 2.

1.4.1 Raisonnement par contraposition

Pour montrer que A = B est vrai, on peut soit utiliser un raisonnement dit direct : “suppo-
sons que A est vrai et montrons qu’alors B est vrai”, soit un raisonnement par contraposition :

L. Bruneau L1 MIPI, Univ. Cergy-Pontoise



14 Logique et nombres réels

“supposons que B est faux et montrons qu’alors A est faux”. Cela vient du fait que, voir
I’Exercice 1.2, I’équivalence ci-dessous est vraie quelques soient les valeurs logiques de A et
B

(A= B) <= ((non B) = (non A))

La phrase ((non B) = (non A)) est la contraposée de (A = B).

£ Attention ! Ne pas confondre contraposée et réciproque. La réciproque de A = B est
B = A. De l'une on ne peut rien dire sur 'autre.

Exemple 1.15. Soit n € N,n > 2. Montrons a l'aide d’un raisonnement par contraposition
que “si 2™ —1 est un nombre premier, alors n est un nombre premier”. Ici A est la proposition
“2" — 1 est un nombre premier” et B est “n est un nombre premier”. La négation de B
est ‘n n’est pas premier” ce qui s’écrit encore “il existe p,q € N différents de 1 et n tels que
n=pq” et celle de A est “2™ — 17 n’est pas premier.

Supposons donc que non B est vraie : il existe p,q € N différents de 1 et n tels que
n =pq. On a alors

M1 =207 —1= () —1=(2"—1) (1427 + .. +20(@7D),
La derniére égalité vient de la propriété (voir la somme des termes d’une suite géométrique)
VmeNVa#1, a"t —1=(a—1)(1+a+a®>+---+a™),

appliquée avec a = 2P et m = q—1. Ainsi 2P — 1 divise 2™ — 1. Par ailleurs 2P — 1 est différent
de 1 car p # 1 et différent de 2" — 1 car p # n, et donc 2" — 1 n’est pas premier, autrement
dit non A est vraie.

Conclusion : la proposition “non B = non A” est vraie. Sa contraposée “A = B” est donc
également vraie : si 2™ — 1 est un nombre premier, alors n est un nombre premier.

Exercice 1.7. Soient x > 0 un nombre réel, et les deux propositions A: “Ve >0, 0 < x < ¢”
et B : “x =0". Montrer a I’aide d’'un raisonnement par contraposition que A = B.

1.4.2 Raisonnement par récurrence
Le raisonnement par récurrence s’utilise quand on veut montrer qu'une propriété P(n) est
vraie pour tout n € N. La preuve se fait en trois étapes :

1. Initialisation : on vérifie que la propriété est vraie au premier rang, i.e. P(0) est vraie,

2. Hérédité : on suppose que la propriété est vraie pour un certain rang n € N, et on
montre que cela implique que P(n + 1) est vraie (il y a un raisonnement a faire qui
utilise I'hypothese de récurrence!),

3. Conlusion : P(n) est vraie pour tout n € N.

L’idée de la démonstration par récurrence peut s’écrire de la facon suivante :
(P(O) et (Vn € N, P(n) = P(n+ 1))) = (Vn €N, P(n)).

Exemple 1.16. Montrer que, pour tout n € N, 2" > n + 1.
On commence par identifier la propriété P(n). Ici, P(n) est “2" > n+1".

L. Bruneau L1 MIPI, Univ. Cergy-Pontoise



1.4 Quelques modes de raisonnement 15

1. Initialisation : soitn =0, alors 2" =20=1etn+1=0+1=1. On a bien 1 > 1
donc P(0) est vraie.

2. Hérédité : soit n € N, on suppose que P(n) est vraie, i.e. 2" > n + 1. Montrons que
P(n+1) est vraie, i.e. 2" > (n+ 1) + 1. On écrit

2" = 2% 2"
> 2x(n+1) (car P(n) est vraie et 2 > 0)
= (n+2)+n
> n+2=Mn+1)+1 (carn > 0).

La propriété P(n+ 1) est donc vraie.

3. On a montré que P(0) est vraie et que pour tout n € N limplication P(n) = P(n+1)
est vraie. On en déduit que pour tout n € N la propriété P(n) est vraie.

Remarque 1.17. Il arrive que la preuve de P(n) = P(n + 1) ne marche que pour n assez
grand, par exemple uniquement pour n > 1. Dans ce cas, a l'étape d’initialisation il faut
montrer non seulement P(0), mais également P(1).

1.4.3 Utilisation d’un contre-exemple

Pour montrer qu'une proposition “Vz € E, P(x)” est fausse, on peut montrer que sa négation
“dr € E, non P(z)” est vraie. Il suffit pour cela d’exhiber un élément x de E qui ne vérifie
pas P. Un tel x s’appelle un contre-exemple.

Exemple 1.18. Montrons que la proposition “Vxr € R, x < 1 = 2% < 17 est fausse. Sa
négation est
Jr € R tel que x < 1 et 2> > 1.

Cette derniere proposition est vraie, par exemple pour v = —2. Donc —2 est un contre-
exemple a la premiére proposition.

1.4.4 Raisonnement par disjonction des cas

Un dernier raisonnement dont on va parler est le raisonnement par disjonction des cas. Pour
montrer qu'une proposition “Va € A, P(x)” est vraie, on traite séparément différents cas
recouvrant I’ensemble des situations possibles.

Exemple 1.19. On veut montrer que si n est un nombre entier alors n® +mn est un nombre
entier pair, autrement dit que la propriété “Vn € N, n? + n est un entier pair” est vraie.
On va traiter séparément deuz cas, selon que n lui-méme est pair ou impair (n'importe quel
nombre entier étant soit pair soit impair on aura bien couvert l’ensemble des entiers).

e Sin est pair, il est de la forme n = 2k ou k est un nombre entier. On a alors

n® +n = (2k)* + 2k = 4k* + 2k = 2 x (2k*> + k),
et donc n* + n est bien un nombre pair.
e Sin est impair, il est de la forme n =2k + 1 ou k est un nombre entier. On a alors
n*+n=02k+1)?+2k+1)=(4k* +4k+ 1)+ 2k + 1) =2 x (2k* + 3k + 1),

et donc n® 4+ n est bien un nombre pair.
Dans tous les cas on a bien montré que n® 4+ n était un nombre pair.
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16 Logique et nombres réels

1.5 Complément : la formule du binéme de Newton

Définition 1.20. Soient k et n deux entiers naturels tels que k < n. On note (Z) —

n! n
kl(n — k)! k
le nombre de fagon de choisir k éléments (sans tenir compte de l'ordre) dans un ensemble a
n éléments.

. Ces nombres sont appelés les coefficients binomiaux. Le nombre représente

Exercice 1.8 (Formule de Pascal). Soient k et n deux entiers naturels tels que k£ < n.

Montrer que
n n n _(n+1
k k+1) \k+1)°

Proposition 1.21 (Formule du binome de Newton). Soient a,b € R et n € N on a

(a+b)" = i (Z) akp*

k=0

Démonstration. Etant donnés a et b fixés on va montrer par récurrence que pour tout n € N

la proposition P(n) : “(a +b)" = Z (Z) a"b"F 7 est vraie.

k=0

0
e Initialisation : Soit n =0. On a (a +b)° =1 et Z (2) a"p" k= (8) a®’ = 1. La
k=0

proposition P(0) est donc vraie.
e Hérédité : Soit n € N. On suppose que P(n) est vraie, c’est-a-dire que (pour l’entier

n que l'on a fixé) (a + b)" = Z (Z) a®b" ", et on montre que P(n + 1) est vraie,
k=0

c’est-a-dire que (toujours pour ce méme entier n)

n+1 -~ n—+ 1 kin+1—k
(a+b)" =Y P (1.1)

k=0
On écrit

(a+b)"" = (a+0b)x (a+b)"

= (a+b) x i (Z) akpr* (car P(n) est vraie)
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— Z (,Z) ak+lbn—k+z (Z) akbn—‘rl—k
k=0

k=0
-3y (. p—G-D +Z( )akbn—i—l—k
J=1 71 k=0 b

= an+1 + i (k ﬁ 1) akbn+1—k + i (Z) akbn—i-l—k + bn-i—l
k=1 k=1

_ an+1 + Z ((k ﬁ 1) + (Z')) akbn—‘rl—k _I_bn—l—l
k=1

_ CLTH_I + Z (Tl + 1) akbn—i—l—k + bn—l—l
k

k=1
n+1
_ Z n+1 akbn—‘rl—k
Lk )
k=0

ce qui prouve que (1.1) est vraie.
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CHAPITRE 2
APPLICATIONS

2.1 Rudiments de théorie des ensembles

2.1.1 Inclusion, intersection, union, complémentaire

Définition 2.1. Un ensemble E est une collection d’objets appelés éléments. On note x € E
st ['objet x est un élément de F.

Définition 2.2. o Si F et F sont deuxr ensembles, on note E C F lorsque tous les
éléments de E sont des éléments de F :Nx € E, v € F. On dit que E est un sous-
ensemble de F'.

e Un ensemble particulier est l’ensemble vide noté (0. Il ne contient aucun élément, et
pour tout ensemble E, on a ) C E.
o Six est un élément de E, on note {x} l'ensemble constitué du seul élément x.

B Attention ! Si z est un élément de E, x € E et {2} C E.
Exercice 2.1. Ecrire la négation de £ C F' (ce que 'on note E ¢ F).

Définition 2.3. Deuz ensembles E et F' sont égaux, ce qui est noté £ = F, si et seulement
siECFetFCFE

Pour montrer que £ = F', on utilise le plan suivant :
1. Montrons que E C F': soit z un élément de F, on montre qu’il appartient a F' ...

2. Montrons que F' C F : soit x un élément de F', on montre qu’il appartient a F ...

% Notation. {z | une propriété de x} est ’ensemble des éléments = qui vérifie la propriété
décrite. On a déja utilisé a plusieurs reprises cette notation dans le chapitre précédent.

Définition 2.4. L’ensemble des parties d’un ensemble E, noté P(E), est

P(E) = {A|AC E}.
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Remarque 2.5. 1. A€ P(E) <= ACE.
2. P(E) n’est jamais vide puisqu’il contient toujours l’ensemble vide, ainsi que l’ensemble
E (qui peut-étre vide).

Exercice 2.2. Décrire 'ensemble P(E) lorsque E = {a,b}.

Définition 2.6. Soient E et F' deux ensembles. On définit de nouveaux ensembles :

e [L’intersection de F et F' est l'ensemble noté £ N F dont les éléments sont ceux
appartenant ¢ E et a F : ENF ={x|x € E et x € F}.

e [’union (ou la réunion) de E et F' est l’ensemble noté E'U F dont les éléments sont
ceuz appartenant a E ou a F : EUF ={x|x € E oux € F}. La réunion est dite
disjointe si ENF = (.

e SiE C F, le complémentaire de E' dans F' est I’ensemble noté F\ E dont les éléments
sont ceuzr appartenant a F mais pas a E : F\ E={x € F|x ¢ E}.

Remarque 2.7. Dans le cas ou il n’y a pas d’ambiguité sur 'ensemble F', on note parfois
le complémentaire de E dans F par E¢ au lieu de F'\ E.

2.1.2 Produit cartésien

Définition 2.8. Soient E et F' deux ensembles. On note E x F' [’'ensemble des couples (x,y)
avecx € B ety € F. L’ensemble E x F' s’appelle le produit cartésien des ensembles E et F'.

Exemple 2.9. Le plan R? est simplement R x R.

Remarque 2.10. Deuz éléments (z,y) et (2',y') de E x F sont égaux si et seulement si
r=12ety=1y.

Remarque 2.11. Si 4, ..., E, sont des ensembles, on définit de la méme facon le produit

cartésien
ElXEQX"'XEn:{<£L’1,...,.Tn) ‘ fﬂlEEl,...,i[)nEEﬂ}.

Un élément de la forme (x1,...,x,) est appelé un n-uplet.

2.1.3 Lien entre connecteurs logiques et relations ensemblistes

% Notation. Si E est un ensemble P(z) est une propriété dépendant de I’élément = € E
la notation {x € E'| P(x)} signifie “I’ensemble des éléments x dans E tels que la propriété
P(x) soit vraie”.

Si F est un ensemble et A un sous-ensemble de E, on peut leur associer une proposition
logique P(x) définie pour tout z € E de la facon suivante : P(z) est vraie si et seulement si
x € A (et donc P(z) est fausse si x € A). Autrement dit

A={z € E|P(x)}.

Si B est un autre sous-ensemble de E, et Q(z) la proposition logique vraie si x € B, i.e.
B={ze€ E|Q(x)} alors

e AUB={z€ E|P(x)ouQ(x)},

e ANB={xe€ E|P(x) et Q(x)},
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4

e la propriété A C B signifie “si x € A alors x € B” et se traduit donc par “ pour tout
x € E, si P(z) est vraie alors () est vraie” ou encore “Vz € E, P(x) = Q(x)”.
Ainsi les résultats sur les connecteurs logiques se traduisent en résultats sur les ensembles.

Exemple 2.12. Soit E = N et A [l'ensemble des entiers pairs. On peut leur associer la
proposition logique P(x) suivante : “r est divisible par 27,

Exemple 2.13. Soit P(z) la proposition logique associée a A. Donc x € A€ si et seulement si
P(z) est fausse, c’est-a-dire non P(x) est vraie. Autrement dit la proposition logique associée
a A¢ est “non P(x)”. Comme non (non P)<= P, on a x € (A°)° <= x € A, c’est-a-dire
(A% = A.

Exercice 2.3. Soit E un ensemble, P(z) une proposition logique dépendant de x € F et A =
{z € E'| P(z)}. Traduire en termes ensemblistes les propositions logiques “Vx € E, P(x)”
et “dxr € E, P(x)”.

Exercice 2.4. On considere trois ensembles A, B, C'. Montrer que

a) (AN B)¢= A°U B°.

b) (AU B)¢ = A°N B

c) AN(BUC)=(ANnB)U(ANCO).

d) Au(BNC)=(AuB)N(AUCQC).

e) (AUBCAUCet ANBCANC)= (BCC(O).

2.1.4 Sous-ensembles de R
Notion d’intervalles.

On rencontrera régulierement les ensembles suivants appelés intervalles de R. Etant
donnés deux réels a et b on note

la,b] = {x€R|a<z<b},
a, 0] {r eR|a<z<b},
a, b {reR|a<z<b},
la,b) = {z€eR|a<x< b},

la,400] = {zeR |z >a},

la, 400 = {z€R|z>a},

] =00, = {xeR|xz<b},

] —o00,b] = {xeR|xz<b}.

Les intervalles |a, b[, Ja, +00o[ et | — 0o, b[ sont dits ouverts, et les intervalles [a, ], [a, +00[ et
| — 00, b] fermés. On notera généralement I un intervalle de R.

Remarque 2.14. Par définition un sous-ensemble I de R est un intervalle si “Va,b €
I, [a,b] C I”. Autrement dit I est un intervalle si, étant donnés deux éléments a et b quel-
conques de I, tout nombre x compris entre a et b est dans I. On peut montrer que les
intervalles sont exactement les sous-ensembles de R de la forme ci-dessus auzxquels il faut
ajouter l’ensemble vide et R =] — 0o, +00].
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Majorants, minorants

Définition 2.15. Soit A un sous-ensemblede R. On dit que

e M € R est un majorant de A si, pour tout x € A, x < M,

e m € R est un minorant de A si, pour tout t € A, m > «x,

e a € R est un plus grand élément de A si a est un majorant de A et a € A,

e a € R est un plus petit élément de A si a est un minorant de A et a € A.
On dit que A est

e majoré si A admet un majorant,

e minoré si A admet un minorant,

e borné s’il existe M € R tel que, pour tout x € A, |z| < M.

Remarque 2.16. Si M est un majorant de A tout nombre M' > M est aussi un magjorant
de A. De méme, si m est un minorant de A tout nombre m' < m est aussi un minorant
de A. On ne parlera donc pas du majorant ni du minorant, mais d’un majorant ou d’un
minorant. Il existe cependant une notion de “meilleur majorant” ou “meilleur minorant”,
voir la Section 2.J.

Exercice 2.5. Montrer que le plus grand élément d'un ensemble, s’il existe, est unique.

Exercice 2.6. Montrer qu'un sous-ensemble A de R est borné si et seulement si il est majoré
et minoré.

Exemple 2.17. A = [0,1] est minoré. Par exemple —1, 0 sont des minorants. Il est
également majoré, par exemple par 10, 4 ou 1. Ainsi A est borné. Par ailleurs A possede un
plus petit élément, a savoir 0, mais il n’a pas de plus grand élément.

B =] —00,2[ admet des majorants, par exemple 2. Par contre il n’est pas minoré et donc
B n’est pas borné.

Exercice 2.7. Parmi les différents types d’intervalle I de R (voir la Section 1.2.2) dire ceux
qui sont minorés, majorés, bornés, admettent un plus petit élément, un plus grand élément.

Les nombres rationnels
Parmi les nombres réels on distingue les nombres rationnels et irrationnels. L’ensemble
des nombres rationnels est noté QQ et est défini par Q = {]—9 ’ pEL,q€E N*} . Les éléments
q

de R qui ne sont pas dans QQ sont appelés les irrationnels. L’ensemble des nombres irrationnels
est noté R\ Q.

Remarque 2.18. Pour un nombre rationnel v donné les nombres p € Z et q € N* tels que

n
r =2 ne sont pas uniques. En effet, pour tout n € N* on a également r = P On peut
ngq

cependant montrer qu’il existe un unique couple (p,q) € Z x N* tel que r = b et que les

nombres p et ¢ n'ont pas de diviseur entier naturel commun autre que 1 (on dit qu’ils sont
premiers entre eux).

L’existence de nombres irrationnels n’est a priori pas évidente. Il y en a en fait “beau-
coup”. On en donne ici un exemple. Comme vous allez le voir, la justification du fait qu’un
nombre est irrationnel n’est pas immédiate. On va utiliser pour cela un raisonnement dit
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“par I'absurde”. L’idée d'un raisonnement par I’absurde est de supposer que le résultat que
I’on souhaite montrer est faux et d’aboutir, a I'aide d’un raisonnement logique, a une contra-
diction avec une proposition que l'on sait étre vraie. La difficulté de ce genre de raisonnement
est qu’on ne sait pas a priori quelle proposition on va ainsi contredire.

Exemple 2.19. On va montrer que le nombre v/2 n’est pas rationnel en raisonnant par
Uabsurde. On suppose donc que /2 est rationnel. Ainsi il existe deur nombres entiers p € 7

et ¢ € N* tels que V2 = E De plus, d’aprés la Remarque 2.18, on peut supposer que p et q
q

sont premiers entre eux. En élevant au carré, on a alors

Donc p* est pair ce qui implique que p est pair (Exercice 1.3). Il existe alorsr € Z tel p = 2r.
Ainsi on a 4r* = 2¢?, i.e. 2r® = ¢*>. Donc ¢* est pair et ainsi ¢ également. Les nombres p
et q sont tous les deux pairs et admettent donc 2 pour diviseur commun ce qui contredit
Uhypothése que p et g sont premiers entre euz. On a ainsi prouvé que /2 est irrationnel.

Remarque 2.20. Tout comme R, Q vérifie un certain nombre de propriétés algébriques (qui
font qu’on appelle Q un corps) :

e 0€Q,

e SizeQ alors —x € Q,

e Siz,yc Qalorsr+yeQ etxyeQ,
SixeQetx#0, alorsie(@.

Ces propriétés ne sont plus vraies pour les nombres irrationnels.

Exercice 2.8. En donnant des exemples, montrer que la somme de deux nombres irration-
nels peut étre rationnelle ou irrationnelle.

Remarque 2.21. Les propriétés de relation d’ordre sont également vraies sur Q. Deux
nombres rationnels peuvent toujours étre comparés, et tout comme pour les les nombres
réels si A est un sous-ensemble de Q on a la notion de majorant, minorant, plus grand
élément, plus petit élément. La différence fondamentale entre R et Q réside dans celle de
borne supérieure, voir la Section 2./.

Parmi les nombres réels on distingue donc les rationnels des irrationnels. Le résultat
suivant dit que méme si un nombre réel x, est irrationnel on peut toujours trouver des
nombres rationnels aussi proche que 'on veut de xzg.

Théoreme 2.22. Etant donnés des réels x ety avec x <y, il exister € Q tel que x < r < y.
Autrement dit, n'importe quel intervalle ouvert de R (aussi petit soit il) contient au moins
un nombre rationnel. De facon équivalente on peut écrire : étant donné un réel xy et € > 0,
il existe r € Q tel que |zg — r| < € (on peut trouver un rationnel dont la distance au réel
xo aussi petite que 'on veut, le nombre € étant ici arbitraire). On dit que l’ensemble des
rationnels Q est dense dans R.

La preuve de ce théoreme repose sur la propriété dit d’Archimede et sur la notion de
partie entiere.
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Proposition 2.23 (Propriété d’Archimede). (Admis) Pour tout x € R et pour tout y € R,
il existe un entier naturel n tel que nx > vy. On dit que 'ensemble R est archimédien.

Définition 2.24. La partie entiere d’un réel x est ['unique entier relatif E(x) qui vérifie
E(x) <z < E(x)+1.

La définition de la partie entiere utilise le fait que R est archimédien.

2 Attention ! L’idée intuitive de la partie entiere, & savoir “on enléve ce qui est apres la
virgule”, n’est vraie que pour les nombres positifs mais pas pour les nombres négatifs. Par
exemple E(—2,47) = —3.

Preuve du Théoreme 2.22. Soient z < y deux nombres réels donnés. On veut montrer qu’il
existe r € Q tel que x < r < y, c’est-a-dire qu’il existe deux entiers p € Z et ¢ € N* tels
que = < p/q <y, ce qui s’écrit qr < p < qy (q est positif). Par la propriété d’Archimede on
sait qu’on peut choisir un entier ¢ tel que ¢(y — x) > 1, c’est-a~dire qy > 1 + gz. Prenons
p=E(l4+qz). Onap < 14+qz < qy et par définition de la partie entiere, p > 14+qgzr—1 = gz,
ce qui donne le résultat.

La deuxieme formulation du théoréeme s’obtient en prenant x = xqg — € et y = o + €.

Exercice 2.9. Montrer que I’ensemble des irrationels est aussi dense dans R. Indication : si
r est rationnel non nul, rv/2 est irrationnel.

2.2 Applications

2.2.1 Définitions

Définition 2.25. Soient E et F' deux ensembles. Une application, ou fonction, f: E — F
est la donnée pour tout x € E d’un unique élément y, noté f(x), de F. L’élément x est
un antécédent de y = f(z), f(x) est 'image de x par f. E est 'ensemble de départ et F’
est 'ensemble d’arrivée. Ainsi, par une application f tout élément de [’ensemble de départ
a une image et une seule :

Vee B, Ay e F, y= f(z).

Remarque 2.26. Un élément y € F' peut avoir aucun, un, ou plusieurs antécédents.

Exercice 2.10. Une des correspondences ci-dessous n’est pas une application. Laquelle ?
Pourquoi ?

) () OH

Définition 2.27. Deux applications f et g sont égales (notation : f = g) si elles ont les
mémes ensembles de départ E et d’arrivée F et si, Vo € E, f(x) = g(z).

Définition 2.28. Soit £ un ensemble. On appelle identité de E [’application

. {E—)E
idg
T T
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Définition 2.29. Soit f une application de E dans F', et A C E. On appelle restriction de
fa A Uapplication g : A — F telle que g(z) = f(x),Vxz € A. On notera f| 4 cette restriction.

Définition 2.30. Soit f une application de E dans F' et A tel que E C A. Une application
g: A— F telle que g(x) = f(x) pour tout v € E est appelée prolongement de f a A.

Définition 2.31. Soient f une application de E dans F et g une application de F' dans G.
La composée de f par g est l'application notée g o f définie de E vers G par

Vo € E, go f(z) = g(f(z)).

2.2.2 Images directes et réciproques de sous-ensembles

Définition 2.32. Soient E et F' deux ensembles, f une application de E dans F, et A C E.
On appelle image directe, ou simplement image, de A par f le sous ensemble de F' noté f(A)
et défini par

f(A) ={f(z)|z e A}.
On peut écrire

yef(A) <= JxeA y=f(z),

autrement dit

flA)={yeF|Irc A y= f(z)}.

Exemple 2.33. On considére les ensembles E = F = R et Uapplication f : R — R définie
par, si x € R alors f(x) = 22. Soit A le sous-ensemble [1,2] de R. Alors I'ensemble f(A) est
Uensemble {y € R|3x € [1,2], y = 2*} = [1,4].

Soit maintenant B = [—1,2]. Alors f(B) ={y € R|3x € [-1,2], y = 2?} = [0,4].
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Proposition 2.34. Soient A, B C E et f une application de E dans F. On a
1. (AC B)=(f(A) C f(B)),
2. fLAUB) = f(A)U f(B),
3. f(ANB) C f(A)N f(B).
Démonstration. Montrons la derniere propriété. Soit y € f(AN B). Il existe alors x € AN B

tel que y = f(z). Comme z € ANB C A, f(z) € f(A) et comme z € AN B C B, f(x) est
aussi un élément de f(B). Donc y = f(z) € f(A) N f(B). O

Remarque 2.35. Pourquoi n’a-t-on pas égalité entre f(AN B) et f(A)N f(B) ? Regardons
Uinclusion inverse. Soit y € f(A) N f(B). Il existe donc 1 € A et xo € B tels que y =
f(x1) = f(x2). Malheureusement, on ne sait pas si x; = xo !

Exemple 2.36. Soient E = {a,b,c}, F = {1,2} et f : E — F définie par f(a) = 1,
f(b) =2, f(c) = 1. Enfin soient A = {a,b} et B = {b,c}. Déterminer f(ANB) et f(A)Nf(B)
et les comparer.

Exercice 2.11. Prouver les propriétés 1. et 2. de la proposition précédente.

Définition 2.37. Soit f une application de E dans F' et B C F. On appelle image réciproque
de B par f le sous-ensemble de E noté f~(B) et défini par

fH(B)={z € E| f(z) € B}.

On peut écrire
x € fY(B) < f(x) € B.

Exemple 2.38. On considere les ensembles EE = F' = R et l'application f : R — R définie
par, si x € R alors f(x) = 2%. Soit B le sous-ensemble [1,4] de R. Alors '’ensemble f~'(B)
est l'ensemble {x € R|2? € [1,4]} = [-2,—1] UL, 2].
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B Attention ! On a défini I'ensemble f~1(B) en utilisant la notation f=*. Siy € F, la
notation f~!(y) ne signifie rien pour l'instant (nous n’avons pas supposé que f est une
bijection, voir la Définition 2.44).

Proposition 2.39. Soient A et B deux sous-ensembles de F et f une application de E dans
F. Ona

1. (ACB)= (f'(A) C f71(B)),
2. f[T(AUB) = fH(A) U f7U(B),
5. fNANB) = f(4) N f(B).
Exercice 2.12. Démontrer la proposition précédente.
Exercice 2.13. Quel rapport y a -t-il entre f~'(f(A)) et A? Et entre f(f~%(B)) et B?

2.2.3 Applications injectives, surjectives, bijectives
Soit f une application de E dans F.

Définition 2.40. On dit que f est une application injective si tout élément y de F posséde
au plus un antécédent x € E par f. De facon équivalente :

[ est injective <= V(x,2') € ExX E,(z # 2 = f(x) # f(a)),
<~ V(z,2') e EXE,(f(x)=f(2) =z =12).

Remarque 2.41. Les deux derniéres formulations dans la définition ci-dessus sont les
contraposées ['une de l’autre et sont donc bien entendu équivalentes.

Exercice 2.14. Montrer que f est injective <= (V(A, B) € P(E) x P(E), f(ANB) =
FA) N F(B)).

Définition 2.42. On dit que [ est une application surjective si tout élément y de F' posséde
au moins un antécédent x € E par f, i.e. Yy € F, dx € E, y = f(z). De fagcon équivalente :

f est surjective <= f(E) = F.
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Remarque 2.43. Par définition de l'image (directe), une application f est toujours surjec-
tive de E sur son image f(FE).

Définition 2.44. On dit que f est une application bijective si tout élément y de F' posséde
un unique antécédent x € E par f, i.e.

f est bijective <= Vy e F, Az € E, y= f(x).
On définit alors une application de F dans E notée f~! par
Vee E\VyeF, o= f1y) < y=f(x).
On Uappelle I’application réciproque de f.
Exercice 2.15. Montrer qu'une application est bijective si et seulement si elle est injective

et surjective.

Exercice 2.16. Montrer qu’une application f : £ — F' est bijective si et seulement si il
existe une application g : ' — E telle que go f = idg et f o g = idr (on rappelle que idg
est application identité de FE).

Exercice 2.17. Parmi les applications ci-dessous, quelles sont celles qui sont injectives?
surjectives ? bijectives ?

) () (O

£ Attention ! Les notions d’application injective, surjective et bijective dépendent de
I’ensemble de départ et d’arrivée. Pour chacun des sous-ensembles E et F' de R suivants,
dire si la fonction f: E — F définie par f(x) = x? est injective, surjective, bijective.

1. E=F =R

2. E=Ret F=R,.

3. E=R, et F=R.

4. E=F =R,.

Remarque 2.45. Si E et F' sont des ensembles ayant un nombre fini d’éléments, on note
|E| (resp. |F|) le nombre d’éléments de E (resp. F). Soit f une application de E dans F'.
e si f est injective alors |E| < |F|,
e si f est surjective alors |E| > |F|,
e si f bijective alors |E| = |F|.

Exercice 2.18. Soit f une application bijective de E dans F' et B C F'. Montrer que I'image
directe f~}(B) de B par I'application f~! coincide avec 'image réciproque de B par f (voir
Définition 2.37). Il n’y a donc pas d’ambiguité dans la notation f~'(B) quand I’application
f est bijective.

Proposition 2.46. Soient E et F' deux ensembles et f une application de E dans F'.
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1. f est injective si et seulement si pour tout A C E on a f71(f(A)) = A.
2. f est surjective si et seulement si pour tout B C F on a f(f~'(B)) = B.

Démonstration. On montre 1. Le 2. est laissé a titre d’exercice. Si A C FE, l’ensemble

FHS(A)) est

FHfA) = {z € E|f(z) € f(A)}
= {x€F|JdacAet f(x)= f(a)}.

On commence par remarquer que l'inclusion A C f~1(f(A)) est toujours vraie. En effet, si
x € A alors avec a = x cela prouve que z € f~1(f(A)). Il reste donc & montrer que f est
injective si et seulement si pour tout A C F on a f~1(f(A)) C A.

Supposons d’abord que f est injective. Soit A C E, il faut montrer que f~!(f(A)) C A.
Soit donc z € f71(f(A)). D’apres ce qui précede, il existe a € A tel que f(z) = f(a). Mais
f est injective, donc (2nde caractérisation de l'injectivité) x = a et en particulier x € A. On
a donc montré que

f injective = (VA CE, fif(A) = A).

Réciproquement, on suppose que pour tout A C Fon a f~1(f(A4)) C A. On montre alors
que f est injective. On utilise & nouveau la seconde caractérisation. Soient x, 2z’ dans E' tels
f(z) = f(z). On considere I'ensemble A = {x}. Puisque f(2') = f(z) on a 2’ € f~1(f(A)).
Mais on sait que f~!(f(A)) C A, donc 2/ € A. Comme A ne possede qu’'un seul élément, ,
on en déduit que ' = x. On a cette fois montré que

(VACE, f7(f(A)) = A) = [ injective .

Proposition 2.47. Soient f: E — F etg: F — G.

si f et g sont injectives, alors g o f est injective,

~

2. si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective,

3. si f et g sont bijectives, alors go f est bijective et (go f)™' = f~tog™t,
4. si go f estinjective, alors [ est injective,
5

. st go [ est surjective, alors g est surjective.

Exercice 2.19. Démontrer la Proposition ci-dessus.

2.3 Fonctions d’une variable réelle

Soient E, F' deux ensembles et f : £ — F une application, ou fonction. Lorsque 1’ensemble
d’arrivée est R, on dit que f est une fonction réelle. Lorsque ’ensemble de départ est un
sous-ensemble de R, on dit que f est une fonction d’une variable réelle. L’ensemble de départ
est alors appelé domaine de définition de la fonction f et est noté parfois Dy ou simplement

1
D. Par exemple la fonction f(x) = — est définie sur Dy = R*.
T

L’objet principal de ce cours est I’étude des fonctions réelles d'une variable réelle. Dans
toute la suite on parlera simplement de fonction pour fonction réelle d’une variable réelle.
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2.3.1 Définitions

Définition 2.48. Soit f : Dy — R une fonction. Le graphe de f est le sous-ensemble G
de R x R défini par

Gy={(r,y) eRxR,z€ Dy ety= f(x)}

L’ensemble f(Dyf) = {y € R | 3z € Dy, y = f(x)} est appelé l'image de f. On le note
parfois Im(f).

Exercice 2.20. Un des deux dessins ci-dessous ne représente pas le graphe d’une fonction.
Lequel ? Pourquoi ?

TS

Définition 2.49. Soit f : Dy — R. On dit que f est

1. croissante si V(x,2') € Dy x Dy, x <2’ = f(x) < f(a'),
strictement croissante si V(x,2') € Dy x Dy, v <2’ = f(x) < f(2'),
décroissante si V(z,2') € Dy x Dy, v <2’ = f(z) > f(2'),
strictement décroissante si V(z,2') € Dy X Dy, v <2’ = f(x) > f(a'),

A S

monotone si elle est croissante ou décroissante,

6. strictement monotone si elle est strictement croissante ou strictement décroissante.

Définition 2.50. Soit f: Dy — R. On dit que f est

1. majorée si IM € R, Vx € Dy, f(x) < M. De fagon équivalente, f est majorée si son
image Im(f) est un sous-ensemble majoré de R.

2. minorée si 3m € R, Vo € Dy, f(x) > m. De fagon équivalente, f est minorée si son
image Im(f) est un sous-ensemble minoré de R.

3. bornée st IK € R, Vx € Dy, |f(x)] < K.

Exercice 2.21. Soit f : Dy — R. Montrer que f est bornée si et seulement si elle est a la
fois minorée et majorée.

Définition 2.51. Soit f : Dy — R. On dit que

1. f admet un minimum si 3zg € Dy, Vo € Dy, f(xo) < f(z). On note alors f(xy) =
min f(x).

zEDf

2. f admet un maximum si 3xg € Dy, Vo € Dy, f(xg) > f(x). On note alors f(xy) =

max f(z).
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3. f admet un extremum si f admet un maximum ou un minimum.

Exercice 2.22. Soit f : Dy — R une fonction. Exprimer a l'aide de quantificateurs les
assertions suivantes :

a) “la fonction f s’annule”.

b) “f est la fonction nulle”.

c) “f n’est pas constante”.

d) “f ne prend jamais deux fois la méme valeur”.

e) “f prend des valeurs arbitrairement grandes” ou “f n’est pas majorée”.

f) “f ne peut s’annuler qu’une seule fois”.

Définition 2.52. Soient f : D — R et g : D — R deux fonctions définies sur un meéme
ensemble D. On dit que f < g, resp. f < g, si “Vo € D, f(z) < g(x)”, resp. “Vx € D,
flz) <gla)”.
Définition 2.53. Soit f : Dy — R. On dit que
1. f est paire si Dy est symétrique par rapport a 0, c’est-a-dire “Vo € R, x € Dy =
—x € Dy”, et si pour tout x € Dy on a f(x) = f(—x). Le graphe de f est alors
symétrique par rapport a l'aze des ordonnées.
2. f est impaire si Dy est symétrique par rapport a 0 et si pour tout x € Dy on a
f(z) = —f(—x). Le graphe de f est alors symétrique par rapport a l’origine.
3. f est périodique sl existe T' > 0 tel que x € Dy si et seulement si x +1 € Dy et,
pour tout x € Dy, f(x +T) = f(x). Le réel T est appelé une période de f et on dira
que [ est périodique de période T ou que f est T-périodique.

2.3.2 Opérations sur les fonctions

Définition 2.54. Soient [ et g deux fonctions définies sur un méeme ensemble D et a € R,
on définit
o leur somme f + g. C’est la fonction de D — R définie par, pour tout x € D, (f +
9)(x) = f(x) + g(x).
e leur produit fg. C’est la fonction de D — R définie par, pour tout x € D, (fg)(z) =
f(x)g(z),
e la fonction af : D — R par, pour tout x € D, (af)(x) = af(z).
Définition 2.55. Soient f : Dy - R et g : D, — R deux fonctions. Si f(Dy) C D, alors on
définit la fonction go f : Dy — R par, pour tout x € Dy, (go f)(x) = g(f(z)). La fonction
go [ s’appelle la composée de f avec g.

Remarque 2.56. L’hypothése f(Dy) C D, est nécessaire pour pouvoir définir g o f. Il faut
en effet s’assurer que f(x) € D, pour que g(f(x)) ait un sens, et ce pour tout x € Dy.

B Attention ! Méme lorsque les deux fonctions go f et f o g sont bien définies, i.e. lorsque
f(Dy) C Dy et g(D,) C Dy, elles sont en générales différentes!

Exemple 2.57. Soient f : R — R définie par f(z) = x + 1 et g : R — R définie par
g(x) = x%. Les deuz fonctions go f et fog sont définies surR et on a (go f)(x) = (z+1)? =
2?4+ 2z + 1 alors que (f o g)(z) = 2> + 1.
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2.3.3 Fonctions usuelles
Valeur absolue et partie entiere

On a déja rencontré ces deux fonctions dans le Chapitre 1. La partie entiére est la fonction
E : R — R définie par
E(x) =max{m € Z|m < x}.

La partie entiere de x peut aussi étre définie en disant que c’est I'unique entier relatif m qui
vérifie m <z <m + 1.

La valeur absolue est définie sur R par

r six >0,
|z| = :
—x sixz <.

Exercice 2.23. Les fonctions valeur absolue et partie entiere sont-elles majorées ? minorées 7
bornées ? paires 7 impaires ? croissantes ? décroissantes ? Dessiner leur graphe.

Exponentielle et Logarithme népérien

La fonction exp est 'unique fonction f définie sur R qui vérifie f'(x) = f(x) pour tout x € R
et f(0) =1.

Remarque 2.58. C’est la définition que vous avez vue en Terminale. L’existence d’une telle
fonction n’est pas évidente et sera admise ici.

& Notation. On note souvent e” pour exp(z).

La fonction exponentielle vérifie les propriétés algébriques suivantes :
o ' =1,
e pour tous z,y € R, ¥ = e%e¥,
e pour tous z,y € R, e*7¥ = e” /Y,
e pour tout = € R et tout n € Z, " = (e*)".

Exercice 2.24. Démontrer les propriétés précédentes.

La fonction logarithme népérien, notée In, est une fontion de R’ dans R. Elle est définie
comme la réciproque (voir le Chapitre 6) de la fonction exponentielle : ¢’est 'unique fonction
définie sur R* qui vérifie

Vo € R, In(exp(z)) =z, et Vo € RY, exp(In(z)) = =.

La fonction In vérifie les propriétés suivantes qui découlent de celles de I'exponentielle.
e In(1) =0,

la fonction In est strictement croissante,

e pour tous z,y > 0, In(xy) = In(x) + In(y),

e pour tous z,y > 0, In(z/y) = In(z) — In(y),

e pour tout > 0 et tout n € Z, In(2™) = nln(x).

Exercice 2.25. Démontrer les propriétés précédentes.
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Remarque 2.59. La fonction In peut aussi étre définie comme ['unique primitive de la

fonction x — 1/x sur R et qui s’annule en 1, ¢’est-a-dire que, pour tout x > 0, In'(z) =

et In(1) = 0.

X

gix) = expix}

-7.0 -5.0 -3.0

-6.0 7 fix) = In(x)

Graphes des fonctions exp et In

Fonctions puissance
Etant donné a € R, la fonction puissance a-eéme est définie sur R} par

T e® In(z) )

Exercice 2.26. Si a € Z montrer que e*™®) = z2,

Par la suite, pour tout a € R, on notera z® pour e*™® . On se souviendra que, mis & part
lorsque a est entier, les fonctions puissances ne sont définies que sur R* (on verra dans le
Chapitre 4, page 51, que si a > 0 ces fonctions sont en fait naturellement définies aussi en 0
et donc sur R.).

Les fonctions puissances vérifient les propriétés suivantes :

e pour tout z >0, 2° =1 et 2! = =z,

e pour tout a € R, 1* =1,
pour tous z,y > 0 et tout a € R, 2% = (zy)?,
pour tout z > 0 et tous a,b € R, z%® = 247 et (29)" = 29,
pour tout z > 0 et tout a € R, In(z*) = aln(x).

Exercice 2.27. Démontrer les propriétés précédentes.

Exercice 2.28. Montrer que pour tout z > 0 on a '/? = \/z.
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Applications

+9.5
+9.0
+8.5
+8.0
+7.5
+7.0
+6.5
+6.0
+5.5
+5.0
+4.5 ‘
+4.0 1|
+35
+3.0

[ kix) = x~(1/5))

25 - joo = x~ (-5

+2.0 \
NN

+1.5 e

+1.0 I —

\L(")=;‘

_h(x) = x~0

+0.5

(it = x~172)

Graphes des fonctions puissances

Fonctions trigonométriques circulaires

) tha | %
[Litx) = x~(-142)

On considere le plan muni d’un repeére orthonormé (O, 1, j). Pour 6 €] — 7, 7], le cosinus et
le sinus sont définis respectivement comme ['abscisse et 'ordonnée de I'unique point P sur

le cercle de rayon 1 et centré en l'origine qui est tel que 1’angle orienté (;, OP) soit égal a 6.

Le cosinus et le sinus sont étendus a tout R par périodicité :

cos(6 + 2km) = cos(0), sin(f + 2kn) = sin(0),

Vk e Z, V8 €] — m, 7).

Les fonctions cos et sin sont donc définies sur R et leur image a chacune est [—1,1]. La

fonction cos est paire et la fonction sin impaire.

La fonction tangente, notée tan, est la fonction définie sur R\ {7 + k7w, k& € Z} par

sin(x)

cos(z)

tan(z) =

. Elle est impaire et m-périodique.

L. Bruneau
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tan(@) |- I
1
sin(@) - .

—1

Définition des fonctions trigonométriques circulaires

=3/ s I

151 (gt = sinx)
20l
P
304

-35 ¢

Graphes des fonctions trigonométriques circulaires

2.4 Complément : notions de borne supérieure/inférieure

Les notions de bornes supérieure et inférieure d’un sous-ensemble A de R correspondent
avec l'idée intuitive de meilleur majorant/minorant.
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Théoréme 2.60. (Théoreme de la borne supérieure)

1. Soit A un sous-ensemble majoré non-vide de R. L’ensemble des majorants
de A admet un plus petit élément que ’on appelle la borne supérieure de A,
notée sup A.

2. Soit A un sous-ensemble minoré non-vide de R. L’ensemble des minorants
de A admet un plus grand élément que [’on appelle la borne inférieure de A,
notée inf A.

Remarque 2.61. Le théoréeme ci-dessus est faux si on remplace R par Q. C’est la la prin-
cipale différence entre ces deuzx ensembles. Par exemple le sous-ensemble {x € Q, z* < 2}
est magjoré non-vide, mais n’admet pas de borne supérieure (dans Q /).

L’idée est que la borne supérieure d’un ensemble A est en quelque sorte le plus grand
élément de ’ensemble A. Attention, ce n’est pas forcément le plus grand élément de celui-ci,
car par définition le plus grand élément d’un ensemble A doit appartenir a A. Par contre, si
le plus grand élément existe il coincide avec la borne supérieure. De méme la borne inférieure
d’un ensemble n’est pas forcément le plus petit élément de celui-ci.

Exemple 2.62. L’ensemble A = [0,1] admet 0 comme plus petit élément, et donc comme
borne inférieure. Par contre il n’a pas de plus grand élément. Comme il est magjoré le theoréeme

ci-dessus affirme qu’il posséde un plus petit majorant (le meilleur majorant possible), en
l’occurence 1.
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CHAPITRE 3

LIMITES DES FONCTIONS D'UNE
VARIABLE REELLE

3.1 Définitions

Définition 3.1. Soit D C R. On appelle adhérence de D l'ensemble D = {x € R | Ve >
0, Jy € D, |y —z| < €}. C’est l’'ensemble des réels x qui sont dans D (il suffit alors de
prendre y = x) ou qui ne sont pas dans D mais pour lesquels on peut trouver des éléments
de D aussi proche de x que ['on veut.

Nous allons étudier dans ce chapitre la notion de limite d’une fonction que vous avez déja
rencontrée en Terminale. Nous rencontrerons la notion de limite lorsque “x tend vers I'infini”
mais aussi lorsque “x tend vers un nombre réel a”. Dans ce dernier cas le nombre a est souvent
en dehors de 'ensemble de définition D de la fonction f (pensez a la limite de % lorsque x
tend vers 0) mais on souhaite regarder comment se comportent les valeurs f(z) lorsque x est
“proche de” a. Il faut donc qu’on puisse trouver des valeurs x € D arbitrairement proches
de a, autrement dit que a € D.

Remarque 3.2. Dans la pratique, la plupart des ensembles D que l'on rencontrera seront
soit des intervalles soit des réunions d’intervalles. Dans ce cas, U'ensemble D est I’ensemble
D auquel on a rajouté les extrémités des intervalles le constituant. Si [’ensemble D est plus
compliqué alors D peut étre beaucoup plus gros que D.

Exemple 3.3. 1) Soit D = [0,1[ alors D = [0,1].
2) Il découle du Théoréme 2.22 que Q = R.

Définition 3.4. Soit f: D - R, a € D etl € R. On dit que f admet pour limite | en a, et

on note lim f(x) =1, si
r—a

Ve>0,30 >0,Vx € D, |[x—a| <d=|f(x) -1 <e.

Exercice 3.1. Ecrire la négation de “f admet [ pour limite en a”.

L. Bruneau L1 MIPI, Univ. Cergy-Pontoise
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Remarque 3.5. Dans certains livres, la définition de limite est légérement différente. On
remplace
Ve>0,30 >0,Vx €D, |[x—a| <d=|f(x)—1I] <e,

par
Ve>0,30>0,Vee D, 0<|z—a|<d=|f(x)—|<e. (3.1)

La seule différence est que si a € D, pour tout § >0 on aa € D et |a—al < 9. On en déduit
alors que pour tout € > 0 on a |f(a) — | < e et donc que |l = f(a). Ainsi avec la définition
que nous avons prise, si a € D, la limite de f en a, si elle existe, vaut forcément f(a).
Notons que ces deuz définitions coincident lorsque a ¢ D ce qui sera le cas de la plupart
des limites intéressantes a calculer (définition de la dérivée par exemple, voir le Chapitre 5).
Pour éviter toute ambiguité, dans ce cours on notera lim f(x) =1 la définition (3.1).
r#a

Exercice 3.2. Soit f : R — R la fonction définie par f(x) = 0si x # 0 et f(0) = 1. La
limite lim f(x) existe-t-elle ? Et la limite lim f(x)?

z—0 ;;8
Définition 3.6. 1. Soient D tel qu’il existe a € R avec [a,+oo[C D, f: D — R etl € R.

On dit que f admet pour limite | en +oo, et on note ligl flz) =1, si
T—>r+00

Ve >0,FJAeRVz e D, e > A= |f(zx) -1 <e.

2. Soient D tel qu’il existe a € R avec | — 00,a] C D, f: D — R etl € R. On dit que f
admet pour limite | en —oo, et on note lim f(x) =1, si

T—r—00

Ve>0,3JAeR Ve e D, s <A=|f(x) -1l <e.

Proposition 3.7 (Unicité de la limite). Soit f : D — R et a € D. Si f admet [ et I' pour
limites en a alors | =1'.

Démonstration. On va raisonner par 'absurde : supposons que lim f(z) = et lim f(z) =’
r—a r—a

avec | #I'. Posons € = 1|l — I'| > 0. Par définition, il existe &; > 0 tel que
Vee D, |t—a|l<d=|f(x)—Il<e

et il existe d > 0 tel que
Vee D, |x—a|l<d=|flx)-U|<e

Posons § = min(8;,d,) > 0 et soit z € D tel que |z — a| < §. Un tel z existe puisque a € D.
On a alors |f(z) — | <e et |f(z) —U'| <e. Don,

L=V =[0—f(@)+ (flx) =D <= f@)] +[f(x) -] <2e=[l -1

Ce qui est absurde, donc I'hypothese de départ est fausse. 0

On a bien entendu un résultat similaire pour les limites en +o00 et en —oo.
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Proposition 3.8 (Unicité de la limite). Soient D tel qu’il existe a € R avec |a,+00[C D,
resp. | —oo,al C D, et f: D — R. Si f admet | et pour limites en +oo, resp. en —o0,
alors 1 =1,

Démonstration. On donne la preuve dans le cas +00, le cas —oo est laissé a titre d’exercice.

La démonstration est tres similaire au cas de la limite en un point a. On raisonne par

Pabsurde : supposons que lim f(z) =let lim f(z) =1 avecl# 1l Posonse = 3|l —1| >
r—r+00 r—r+00

0. Par définition, il existe A; > 0 tel que

Vee D, x> A = |f(x) =1 <e,
et il existe Ay > 0 tel que

VeeD, x> A= |f(x) = U| <e.

Posons A = max(A;, Ay) > 0 et soit x € D tel que x > A. Un tel x existe puisque D contient
un intervalle de la forme [a, +oo[. On a alors |f(x) — | < e et |f(z) —I'| <e. Do,

L=V =[0=f(2)+ (f2) =D <= f@)]+[f(x) =] <2e=[I =T

Ce qui est absurde, donc 'hypothese de départ est fausse. 0

& Notation. On rappelle (voir page 25) que, si f : D — R et A C D, on note f[4 la
restriction de f & I’ensemble A, c’est-a-dire f[4: A — Ret f[a(x) = f(z) pour tout z € A.

Définition 3.9. 1. Soit f : D — R eta € D. On dit que f vérifie la propriété P au voisinage
de a s’il existe 6 > 0 tel que f|ja—sa+s[nD vETifie P.

2. Soit f: D — R. On dit que f vérifie la propriété P au voisinage de 400, resp. —oo,
s’il existe un intervalle I =]A, +oo[, resp. I =] — 00, A], tel que f[inp vérifie P.

Exemple 3.10. La fonction cos : R — R est positive au voisinage de 0. En effet, si on

T
= — Iz ) > ) >
prend o 5 Pour tout v € |—%, %[ on a bien cos(x) > 0, i.e. COSH_g,g[ > 0.
Proposition 3.11. 1. Si f : D — R admet une limite finie | en a € D alors f est bornée
au voisinage de a, i.e. il existe 6 > 0 tel que f soit bornée sur la — 6,a + d[ND.
2.5 f: D — R admet une limite finie | en 400, resp. —oo, alors [ est bornée au
voisinage de +00, resp. —o0, i.e. il existe un intervalle I =]A, +o0l, resp. I =] — 00, A[, tel

que f soit bornée sur I N D.

Démonstration. On montre 1. Soit € = 1 > 0. Par définition il existe § > 0 tel que, pour
tout x € D,

(lr—al <0 = |f(z)—ll<]l) <= (a—d<zx<a+d = [-1< f(z)<l+1).

Sur DN]a —§,a+ d[, la fonction f est majorée par [ 4+ 1 et minorée par [ — 1, elle est donc
bornée. 0

Exercice 3.3. Montrer le 2. de la proposition ci-dessus.
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Définition 3.12. Soit f : D — R et a € D. On dit que f admet pour limite +00 en a, et

on note lim f(x) = +o0, si
r—a

VAeR,30 >0,Vx € D, |z —a| <d= f(x) > A).

On dit que f admet pour limite —oo en a, et on note lim = —oo, si
T—a

VAeR, 30 >0,Vz €D, |z —a|<d= f(z) < A).

Remarque 3.13. Si f admet pour limite +00 ou —o0 en a, on a nécessairement a ¢ D.
En effet, sinon quelque soit § > 0 on a |a—a| < 0 et donc on aurait soit f(a) > A pour tout
A € R (sila limite est +00) soit f(a) < A pour tout A € R (si la limite est —oo). Dans les
deux cas c’est impossible.

Définition 3.14. 1. Soit D tel qu’il existe a € R avec [a,+o0[C D, et f: D — R. On dit
que f admet pour limite +00 en +oo, et on note hIJ{l f(z) = +o0, si
T—r+00

VAeR,dBeR,Vx € D, x > B = f(x) > A.

2. Soit D tel qu’il existe a € R avec | —oo,a] C D, et f: D — R. On dit que f admet pour

limite +00 en —o0, et on note lim f(x) = 400, si
T—r—00

VAeR,ABeR,Vz € D, x < B= f(x) > A.

Exercice 3.4. Ecrire une définition de liril f(z) = —occet lim f(z)= —oc.
T—r+00 T—r—00

3.2 Opérations sur les limites

Proposition 3.15. Soient f,g: D - R, a€ D, (I,I') € R?> et \€R. On a
1. Silim f(z) =1 alors lim | f(x)| = |I].
r—a r—a

2. lim f(x) =0 si et seulement si lim | f(z)| = 0.
r—a r—a

3. Silim f(x) =1 et lim g(z) =1" alors lim(f + g)(x) =1+ 1.

T—a T—a T—a
4. St lim f(z) =1 alors im(Af)(z) = Al

Tr—a Tr—a

Coqe . . _q/ . . /
5. Si glﬁgr}lf(x) =1let il_rgg(:c) = 1" alors :lcl_r)rtll(fg)(:v) =1

1 1 1

6. Silim f(z) =1 et 1l #0, alors — est définie au voisinage de a et lim —(z) = —.

z—a f z—a f [

7. 8 lim f(z) = 1, limg(x) = 1I" et I' # 0, alors S est définie au voisinage de a et
r—a g

Tr—a

l
lim i(m) =_.
z—a ¢ U
8. Si lim f(x) = +oo, resp. lim f(x) = —oo, et g est bornée au voisinage de a (en
Tr—a T—a

particulier si lim g(x) =1") alors lim(f + g)(z) = +oo, resp. im(f + g)(z) = —oo.
r—a r—a r—a
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9. Si lim f(x) = 400 et hrn g( )=1">0, resp. ' < 0, alors lim(fg)(x) = 400, resp

T—ra Tr—a

lim (fg)(x) =
10. Si lim f(x) = 400 et lim g(x) = +o0, resp. —oo, alors im(fg)(z) = +oo, resp.

T—a T—ra r—a

lim (fg)(z) = —o0.

1
11. Si lim f(x) = 400 ou lim f(x) = —o0, alors — est définie au voisinage de a et
T—a T—a

1
lim —(z) = 0.
o f("” ) =0
Proposition 3.16. Les résultats de la proposition précédente restent vrais si a est remplacé
par +00 ou —0o0.

Bien que beaucoup de ces propriétes vous semblent “évidentes”, ou en tous cas connues, il
est tres instructif d’en voir les démonstrations qui se font toutes a partir de la définition.
Cela vous permettra de manipuler un peu celle-ci, ce qui est loin d’étre simple au début.

Démonstration. 1. Soit € > 0. Il existe § > 0 tel que pour tout z € Dona|x—a| < =

|f(z) =1 <e. Orona||f(z) - <]f )—1]. Donc |z —a| <6 = ||f(z)|—|l|| <e.

2. Pour tout © € D on a ||f(z)] — 0| = | f(z)| = | f(z) — 0], et donc quelque soit &€ > 0
onal||f(z)] -0 <e <= |f(z )—O|<5 D’ou I'équivalence.

3. Soit £ > 0. Il existe §; > 0 tel que |z —a|] < 6 = |f(z) — ] < £/2 (on applique la
Définition 3.4 avec g1 = g > 0) et il existe d2 > 0 tel que |z —a| < b2 = |g(x) —1'| <

/2. Posons § = min(dy, d5) > 0. Pour tout x € D tel que |z —a| < dona|r—a| <
et |[x — a] < d2, donc

[f(2) + 9(x) = A+ D) = (f(x) = D)+ (g(x) =) < [f(2) = I +|g(x) = V'|<e.

4. Soit € > 0. D’apres la Définition 3.4 appliquée a ¢, = Wi 7 > 0 il existe 6 > 0 tel
que pour tout x € D
€
r—al<d = |f(x) -1 < :
o —af @) =1 < T

Silz—al <donadonc | \f(z)—AN|=|\x|f(x)—=1I] < M")\fl < &. (On a choisi de

diviser par |A| + 1 pour inclure le cas A = 0. Si A # 0 on aurait pu prendre £, = ‘—f\|)

5. Etant donné ; > 0 il existe §; > 0 tel que |z —a| < & = |f(x) — ] < 1. De méme,
étant donné e > 0 il existe d > 0 tel que |z —a| < d2 = |g(z) —I'| < eq. Par ailleurs,
d’apres la Proposition 3.11 la fonction g est bornée au voisinage de a, il existe donc
d3 > 0 et M >0 tels que |z —a| < 05 = |g(x)] < M, et quitte & augmenter M on
peut toujours supposer M > 0. Pour tout z € D on a

(fo)(x) =1 = f(z)g(x) — lg(x) +lg(z) — ' = (f(x) = Dg(x) + U(g(x) — ).

Soit 0 = min(dy, d2,03) > 0, si |z —a| < 0 on a alors

(f) () = 1] < |(f(x) = Dg(x)] + |i(g(x) = )| < erM + |l]e2.
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€
M + |1
utilise ici M > 0 pour s’assurer que le dénominateur est non nul), si [z —a| < § on a
bien |(fg)(z) —U'| <e.

Etant donné ¢ > 0, en appliquant ce qui précede avec €1 = g9 = > 0 (on

l
. D’apres 1. si lim f(z) = [ alors lim |f(x)| = |I|. D’autre part, comme &; = % > 0,
Tr—a T—a

361 > 0 tel que pour tout x € D, |z — a| < 4y, on a
[
2 2 2
||

1
5 > 0. La fonction — est donc bien

22
u

En particulier, si |z —a| < §; on a |f(z)| >

1
définie au voisinage de a (f(x) # 0) et de plus 70
T
Soit €9 > 0, il existe d > 0 tel que |z —a| < d» = |f(z) — 1] < e2. On pose
d = min(dy, d9). Pour tout x € D, si |z — a| < § alors

‘ 1 _1‘_‘l—f<l‘) 262
flx) 1 () |~
. l|*e : PN
Etant donné € > 0, en prenant e, = 5 > 0 et en appliquant ce qui précede on a
1 1
bien |z —a| < = ———‘ <e.
flx) 1

. C’est une conséquence directe de 5. et 6.

. On traite le cas lim f(z) = 4o00. La fonction g est bornée au voisinage de a, en
Tr—a

particulier elle y est minorée donc il existe §; > 0 et m € R tel que pour tout
x € D iz —al < 6 alors g(x) > m. Soit A€ R. Il existe do > 0 tel que
|t —a| < dy = f(z) > A—m (c’est la Définition 3.12 appliquée avec A — m).
On pose § = min(dy,d2) > 0, si |z —a| < d on a alors f(z) + g(x) > (A —m)+m = A.
On peut remarquer qu’on utilise ici uniquement le fait que g soit minorée. Inversement

dans le cas lim f(x) = —oo on n’utiliserait que g majorée.
T—a

/

l
. On traite le cas I’ > 0. lim g(x) =1’ et 3 > 0 donc il existe §; > 0 tel que, pour tout

Tr—a

r € Dsilr—al <dy,

]()—l’]<l—/ = —l—/< ()—l’<l—/ = l—,< ()<3—l/
g 2 g S IV 2 g SIS

l/
En particulier, si |z —a| < §; on a g(z) > 5> 0. Soit A € R. Comme lim f(z) = 400,

Tr—a
2|A
il existe 0o > 0 tel que |z —a| <y = f(z) > % > 0. Posons = min(dy, d9) > 0.
Pour tout x € D, si |x —a| < § on a alors f(x)g(z) > |A] > A. (On a bien pris garde
ici quand on a multiplié les inégalités au fait qu’on avait uniquement des nombres
positifs.)
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10. Si A; € R il existe d; > 0 tel que pour tout x € D on ait |z —a| < 6 = f(z) > A;.
De méme si Ay € R il existe d; > 0 tel que pour tout = € D on ait | —a| < ds =
g(x) > As. Posons 0 = min(dy,d2) > 0. Pour tout € D si |[x —a| < ¢ on a alors
f(z)g(x) = A1 As.

Soit A € R, on applique ce qui précede avec A; = Ay = \/m . On a alors

[z —a[ <6 = flz)g(x) > |A| > A.

11. On traite le cas lim f(z) = +00. Soit € > 0. Puisque lim f(z) = +o00, par définition
T—a T—a
il existe & > 0 tel que pour tout # € D si |z —al < 0 alors f(z) > 1 > 0 (cest la
1 1
Définition 3.12 appliquée avec A = —). En particulier f(z) # 0 et donc ? est bien
€

définie au voisinage de a. De plus, en prenant 'inverse (on a des nombres positifs) on
en déduit que pour tout x € D, si |x — a| < § on a alors

-
- _ 5’
f(x) /(@)
ce qui prouve bien que lim —(x) = 0.
z—a f
[
Remarque 3.17. Au 6. si | = 0 on ne peut rien dire. Par exemple si f : R* — R est définie
1
par f(z) = x* on a liH(l) flz) =0 et liH(l) ?(SC) = +o00, tandis que la fonction g = —f vérifie
z— z—
1
liH(l] g(x) =0 et lir%—(x) = —00. Si maintenant h : R* — R est définie par h(x) = x on a
T—> T—> g
1 1

hH(l) h(z) = 0 mais E(a:) = — n’a méme pas de limite (ni finie ni infinie) en 0.
T— X

Remarque 3.18. Les quatre “formes indéterminées” sont (+00)+(—o0), 0x 00, % et 2. La
terminologie “forme indéterminée” signifie juste qu’il faut plus d’information pour pouvoir
¢tudier la limite, pas que ’on ne pourra rien faire du tout. Si on rencontre une de ces
formes on évitera donc de s’arréter la et de conclure par “c’est une forme indéterminée”.
Par exemple la forme indéterminée (4+00) + (—o0) signifie que la seule connaissance
de il_rg f(z) = 400 et glgl_r)rcllg(x) = —o0 ne permet pas de tirer de conclusion sur la limite

éventuelle de la fonction f+ g comme le montrent les trois exemples ci-dessous.

Ezemple 1 : Soient f,g définies sur R par f(z) = 2* + z et g(z) = —2°. hI_’I_l flz) =
T—r+00

+oo, lim g(w) = —oo et lim (f+g)(z) = +oo.

Ezemple 2 : Soient f,g définies sur R par f(z) =x+1 et g(x) = —x. lirf f(z) = +o0,
T—r+00
lim g(z) = —oc0 et lim (f +g)(z) = 1.

T—00 T—>+00
Exemple 3 : Soient f,g définies sur R par f(x) = x +sin(z) et g(x) = —x. lirJ{l f(x) =
Tr—r+00
+oo, lim g(x) = —oc0 mais f + g n’a pas de limite en +oo.
T—r 00
Dans chacun des cas lir+n f(x) =400 et lim g(x) = —o0, cependant f+ g a un comporte-
T—r+00 T—r00

ment différent a chaque fois. Remarquez qu’on sait dire lequel !
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Exercice 3.5. Montrer que si f est strictement positive au voisinage de a et si lim f(x) =0
Tr—a

1
alors lim —(x) = +o0.
Tr—ra

Le dernier résultat de cette section concerne les limites de fonctions composées.

Proposition 3.19. Soient f : Dy — R et g : Dy — R telles que f(Dy) C Dy, a € Ef et
be D,. On suppose que lim f(x) =b et lin})g(x) = 1. Alors lim(g o f)(x) = L.
T—a T—r Tr—a

Démonstration. Les hypotheses sur les limites de f et g s’écrivent

Ve1 > 0, 361 > 0, VxeDf, |CL’—CL| < = |f($) —b| <é€q,
Veqa >0, 362 >0, Yy € Dy, ly —b| < 92 = |g(y) — 1] < e

Soit € > 0. D’apres (3.3), il existe n > 0 tel que si y € D, et |y — b| < n alors |g(y) — ] < e.
On applique alors (3.2) avec e; =1 > 0, il existe § > 0 tel que si x € Dy et |z —a| < § alors
() b <n.

Etant donné = € Dy, si |v —a| < on a |f(z) — b < n. Par ailleurs f(z) € D, puisque
f(Dy) C D,. Donc on peut appliquer (3.3) a y = f(z) et on obtient |go f(z) — | < e.

On a montré “étant donné ¢ > 0, il existe 6 > 0 tel que si x € Dy et |z — a| < ¢ alors
lgo f(z) — 1| <&”. Cest précisément la définition de glclgclz(g o f)(x) =1 O

Proposition 3.20. La proposition 5.19 reste vraie si on remplace a ou b par +00 ou —oo.

Exercice 3.6. Prouvez la proposition ci-dessus.

3.3 Ordre et limite

Proposition 3.21. Soient f : D - R, a € D, € R et (c,d) € R%. On suppose que f admet
[ pour limite en a, resp. en £o0.

i) Sic <l alors c < f(x) au voisinage de a, resp. £0o.
it) Sil < d alors f(z) < d au voisinage de a, resp. £oo.
1) Sic<l<d alors c < f(x) <d au voisinage de a, resp. +00.

Démonstration. On fait la preuve dans le cas lim f(x) = [, les cas des limites en 400 et —oo
Tr—a

sont laissés a titre d’exercice.

i) Puisque iﬂ%ﬂx) =let queec=1—c>0,il existe 6 > 0 tel que pour tout x € D,
lzt—a|<d = |f(x)=ll<l—c & c—Il<flx)=-l<l—c = f(z)>c

i.e. on a f(z) > ¢ pour tout x € la — d,a + J[ND.
ii) Puisque lim f(z) =1 et que e =d — [ > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout x € D,
Tr—a

lt—al <0 = [f(z)-l<d-1l & l—-d<flx)—-l<d—-1 = f(z)<d,

i.e. on a f(z) < d pour tout x €|a — d,a+ §[ND.

L. Bruneau L1 MIPI, Univ. Cergy-Pontoise
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iii) D’apres i) et ii) il existe 0y, 02 > 0 tels que
lz—al <d = flx)>c et |x—a|<d = f(z)<d

On pose 6 = min(dy,d) > 0. On a bien ¢ < f(x) < d pour tout x € |Ja — d,a + 6[ND.
U

£ Attention ! Le résultat est faux si on remplace < ou > par < ou >. Par exemple
la fonction f : R — R définie par f(x) = x tend vers 0 quand x tend vers 0, i.e. on a
liH(l) f(z) =0 > 0. Cependant f n’est positive sur aucun intervalle de la forme | — §,4][.

z—

Proposition 3.22. Soient f : D - R, a€ D, € R et (c,d) € R%. On suppose que f admet
[ pour limite en a, resp. £o0.

i) Sic< f(x) au voisinage de a, resp. 00, alors ¢ <.
it) Si f(x) < d au voisinage de a, resp. oo, alors | < d.
1) Sic < f(z) < d au voisinage de a, resp. 00, alors ¢ <1 <d.

Démonstration. i) Soit §; > 0 tel que f(z) > ¢ pour tout x € Ja — d1,a + d,[ND, i.e.
VeeD,|lx—a|<d = f(z)>c
Soit maintenant € > 0. Il existe d > 0 tel que, pour tout z € D, si |z — a| < Jy alors
f(z) =l <e <= —e<f(x)—l<e <= —+I< f(zx)<e+l

On pose 6 = min(dy,d2) > 0. Soit € D tel que | —a| <. On a alors ¢ < f(z) <l +e.
On a donc montré que pour tout € > 0 on a ¢ < [+&. On conclut que ¢ < [ en raisonnant
par ’absurde. En effet, si ¢ > [, en prenant ¢ = c—1[1 > 0 on aurait c <l 4+ ¢ = c. O]

Exercice 3.7. Démontrez ii) et iii).

;'z; Attention ! A nouveau, il ne faut pas mélanger < ou > avec < ou >! Par exemple, la
1

fonction f :]0,+oo[ — R définie par f(z) = — vérifie f(z) > 0 au voisinage de +o00 (c’est
x

méme toujours vrai). Cependant lirll f(x) =0 qui n’est pas strictement positif.
T—>+00

Corollaire 3.23. Si f(x) < g(z) au voisinage de a, et si f et g admettent | et I pour limite
respective en a, alors 1 <.

3 Attention ! On n’a pas (f(z) < g(z) au voisinage de a) = lim f(z) < lim g(z).

r—a T—a

On résume souvent la situation en disant que :

“Par passage a la limite, les inégalités strictes deviennent des inégalités larges”.
Théoréme 3.24. [Théoréme d’encadrement (dit des gendarmes)] Soient f,g,h: D — R et
a € D. On suppose que f < g < h au voisinage de a et que lim f(x) = lim h(x) = 1. Alors

T—a Tr—a

lim g(z) = . Ce résultat est toujours vrai si a = +00 ou a = —00.
Tr—a
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46 Limites des fonctions d’une variable réelle

Démonstration. Soit € > 0. Il existe d1, 05 > 0 tels que, pour tout x € D, on a
|z —a| <6y = |f(zx) =l <e et |[x—a| <d = |h(z) -1 <e.
De plus f < g < h au voisinage de a donc il existe d3 > 0 tel que
|z —al <93 = f(z) < g(z) < h(x).

On pose 6 = min(dy, d2,d3) > 0. Pour tout x € D, si |x —a| < on a

o f(z) < g(x) < h(x),

o [flz)—ll<e = —e<[flz) -1,

o h(z)—Ill<e = h(z)-Il<e.
Ainsisi [z —a|<dona —e< f(z) -1 <g(x) -l < h(z) -l <e = |g(x) =] <e. Ona
bien prouvé que :1‘11{(11, g(x) =1. |

Exemple 3.25. On montre, en partant de la définition du sinus et du cosinus (voir Section
2.5.8, page 34), que hH(l) sin(z) =0 et hH(l) cos(z) = 1.
T—r r—r

-,

Prenons d’abord x € [0,7/2[. On munit le plan d’un repére orthonormé (O,f,j). Soit
M le point (1,0) et P le point sur le cercle unité correspondant a l'angle x (voir la figure
page 34). Le triangle OPM est inclus dans le secteur angulaire OPM. Le sinus est positif
six € [0,7/2[, et en calculant les aires correspondantes (aire d’un triangle = la moitié de la
base X la hauteur, aire d’un secteur angulaire = la moitié de l’angle X le carré du rayon),
on obtient 0 < sin(z) < x. Comme la fonction sinus est impaire on en déduit que pour tout
rxe€|—m/2,m/2] on a —x <sin(x) < z. On applique alors le théoréme des gendarmes pour
obtenir }tlir(l) sin(z) = 0.

Pour le cosinus, on utilise la relation cos’(x) + sin®*(x) = 1 (avec la définition que l'on a
prise du sinus et du cosinus cette égalité est une application du Théoréme de Pythagore!).
Par ailleurs cos(x) > 0 pour tout x €| — /2, 7/2[ et on peut donc écrire, sur cet intervalle,
cos(x) = /1 — sin®(x). La limite ilir(l) cos(z) =1 est une conséquence de celle sur le sinus et

des propriétés sur les limites.

1
Exercice 3.8. Calculer lirr(l) rFE <—>, ou F représente la fonction partie entiere.
r—r €T

3.4 Quelques limites usuelles

Fractions rationnelles

Soient m,n,p,qg € N, telsque 0 <m <net 0<p<gq,a,#0,a, #0,b, # 0,b, # 0, on

considere .
S ot
anT" + -+ apx k—m
gL 4 -+ - 4 bpaP .
Dby
Jj=p
Alors
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n

anx

e lim f(x)= lim - (les plus grandes puissances). Pour le voir il suffit de mettre
x—+00 r—+oo qLL’
a,z"

D en facteur dans 'expression de f et d’utiliser la Proposition 3.15 page 40.
x
q
m

) lin% f(x) = lim (les plus petite puissances). L’argument est analogue a celui
z—

x—0
d’au-dessus.

Logarithme et exponentielle

Dans ce cours, on admet les résultats suivants :

e lim In(z) =400, lim In(z) = —oo.
T—+00 xz—0t
e lim e" =400, lim e =0.

Tr—r+00 T——00
e En 400, 'exponentielle “croit plus vite” que n’importe quelle puissance, c’est-a-dire,
pour tout a € R :

T a

. € .
Iim — =400 < lim — =0.
z—+oo % r—+o00 et

e En 400, n'importe quelle puissance positive de x “croit plus vite” que le logarithme,
¢’est-a~dire, pour a > 0 :

1
i 2
z—+oo ¥
: i 1 In(z) o
En appliquant la Proposition 3.19 avec f(x) = — et g(x) = ——= on en déduit
x e
lim z*In(x) = 0.
z—0F
Avec a = 1 on obtient les deux cas particuliers importants
1
lim n(z) =0 et lim zln(z)=0.
r—+o00 T z—0t
e Dans le chapitre sur les dérivées, on verra :
In(1 *—1
im PO g
z—0 T z—=0 @
Sinus et cosinus
i 1-— 1
Proposition 3.26. lim w =1 et lim C—ZS(:E) =-.
z—0 X x—0 €T 2
Démonstration. 1. Prenons d’abord x € ]0,7/2[. On munit le plan d’un repére ortho-

-,

normé (O, Z,]). Soit M le point (1,0), P le point sur le cercle unité correspondant &
I'angle z, et I U'intersection de la droite (OP) avec la droite verticale passant par M
(voir la figure page 34). Le triangle OPM est inclus dans le secteur angulaire OPM
qui est lui-méme inclus dans le triangle OM . En calculant les aires correspondantes,
on obtient

sin(z) <z < tan(x)
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1
ce qui donne, puisque sin(z) > 0 lorsque x € 0, 7/2[, 1 < — a < et donc
sin(xz) ~ cos(x)
cos(z) < sin(z) <1.
x
sin(z)

Par ailleurs les fonctions cos(z) et sont paires donc I’encadrement ci-dessus est

x
valable pour tout x € ] —7/2,7/2[\{0}. Comme lir% cos(x) = 1 (voir I'Exemple 3.25),
z—>

par le théoreme des gendarmes (Théoreme 3.24 page 45), on obtient liIT(l) sin(z) =1
z— T
2. C’est une conséquence de 1. en écrivant, pour z €] — m, [ \{0},
l1—cos(x)  (1—cos(z))(1+cos(z))  1—cos’(x)
x? B x2(1 + cos(x)) — 22(1 + cos(z))
B sin?(z) B 1 sin(z)\”
~ 22(1 +cos(z)) 1+ cos(z) x ’
et en appliquant la Proposition 3.15.
O
in(3 in(3 in(3
Exemple 3.27. Pour calculer la limite en 0 de sin x); on écrit M = Sm?)(—x) Le
x x x
résultat sur les compositions de limites (Proposition 3.19 page /4) et la proposition précédente
in(3 in(3
donnent alors lim sin(3z) =1, d’ou lim M = 3.
x—0 X x—0 X

3.5 Limites a droite et a gauche

Définition 3.28. Soient f: D — R eta € D.

1. On suppose qu’il existe 6 > 0 tel que la,a + d[ C D. On dit que f admet | comme
limite a droite en a, et on note lim+ f(x) =1, ou encore lim f(x) =1, si
T—a

r—a
T>a

Ve>0, 30 >0, VzeD, (0<zx—a<d=|f(x)—1] <e).

2. On suppose qu’il existe 6 > 0 tel que Ja — §,a[ C D. On dit que f admet [ comme

limite & gauche en a, et on note lim f(z) =1, ou encore lim f(x) =1, si

Tr—a T—a
z<a

Ve>0,30>0,VeeD, (d<z—a<0=|f(z) -1 <e).

On vérifie facilement que

lim f(z) =1 <= (lim+f(x):l et lim_f(x):l)

r#a

En particulier, si une fonction f admet des limites différentes a gauche et a droite en a, alors
f n’a pas de limite en a.

Exercice 3.9. Calculer les limites a gauche et a droite en 0 de z +— E(x).

Remarque 3.29. Sur le méme principe, on peut définir les notions de f admet pour limite
+00, resp. —oo, a droite (ou a gauche) en a.
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CHAPITRE 4
CONTINUITE

Dans tout ce chapitre, sauf précision contraire, I désignera un intervalle de R non réduit a
un singleton, i.e. a un seul point.

4.1 Fonctions continues

4.1.1 Continuité en un point

Définition 4.1. Soit f : I — R et a € I. On dit que f est continue en a si f admet une
limite finie en a. Comme a € I cette limite est automatiquement f(a) (voir la Remarque 3.5,
page 38). Autrement dit, f est continue en a si lim f(z) = f(a), ou encore

r—a

Ve>0, 30 >0, Ve el, |[xr—a| <d=|f(x)— fla)] <e.
Exercice 4.1. Donner des exemples de fonctions non continues en 0.

Remarque 4.2. Si on prend (5.1) comme définition de limite, il faut alors remplacer “f
admet une limite finie en a” par “f admet une limite finie en a et celle-ci vaut f(a)” dans
la définition ci-dessus.

La Proposition 3.11 entraine immédiatement que
Proposition 4.3. Si f est continue en a alors f est bornée au voisinage de a.

Définition 4.4. On dit que f est continue a droite en a, resp. continue a gauche en a, si
a n'est pas le plus grand élément de I et lim+ f(x) = f(a), resp. a n'est pas le plus petit
Tr—a

élément de I et lim f(z) = f(a).
Tr—a~
Bien str f est continue en a si et seulement si elle est continue a gauche et a droite en a.

Proposition 4.5. Les fonctions constantes et la fonction f(x) = z définies sur R sont
continues en tout point de R.

Exercice 4.2. Prouver la proposition ci-dessus.
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50 Continuité

Les propositions suivantes sont des conséquences immeédiates des Propositions 3.15 et 3.19.

Proposition 4.6. Soientac I, A€ R et f,g: [ — R.

1. Si f est continue en a, alors |f| est continue en a.
St f et g sont continues en a, alors f + g est continue en a.
Si f est continue en a, alors \f est continue en a.

St f et g sont continues en a, alors fg est continue en a.

1
Si g est continue en a et g(a) # 0, alors — est définie dans un voisinage de a et est
g

continue en a.

6. Si f et g sont continues en a et g(a) # 0, alors i est définie dans un voisinage de a
g

et est continue en a.

Proposition 4.7. Soient I et J deux intervalles de R, a eI, f: 1 —-Retg:J — R, avec
f(I) C J. Si f est continue en a et g est continue en f(a) alors go f est continue en a.

Corollaire 4.8. 1. Les fonctions polynomes sont continues en tout point de R.

2. Les fractions rationnelles, c’est-a-dire les fonctions de la forme f(z) = Plz)

e ou P et

~

Q@ sont des polynomes, sont continues en tout point a tel que Q(a) # 0.

Démonstration. 1. On commence par montrer que pour tout n € N la fonction x — x™ est
continue en tout point de R. Cela se fait par récurrence en utilisant la Proposition 4.5 et le

4. de la Poposition 4.6. Les détails sont laissés a titre d’exercice.
n

Soit P une fonction polynome, elle peut donc s’écrire P(z) = Zakxk ou les a; € R.

k=0
Le résultat découle alors de la continuité des fonctions x +— 2™ ainsi que des 2. et 3. de la

Proposition 4.6.
2. Ca découle directement du 1. et de la propriété 6. de la Proposition 4.6. 0]

Exercice 4.3. Déterminer 1’ensemble des a € R tels que la fonction E(z) (partie entiere)
soit continue au point a.

4.1.2 Continuité sur un intervalle
Définition 4.9. Soit f : [ — R. On dit que f est continue sur I si f est continue en tout
point de I, i.e.

Veel Ve>0,30>0, Vyel, ly—z|<d=|fly)— flx)] <e.

Les propriétés de continuité en un point s’étendent immédiatement a la continuité sur un
intervalle.
Théoréme 4.10. Soient A€ R et f,g: [ — R.

1. Si f est continue sur I alors |f| est continue sur I.

2. Si f et g sont continues sur I alors f + g est continue sur I.

3. Si f est continue sur I alors \f est continue sur I.
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4.1 Fonctions continues 51

4. Si f et g sont continues sur I alors fg est continue sur I.

1
5. Si g est continue sur I et, Vx € I, g(x) # 0 alors — est définie et continue sur I.
g

6. Si f,g sont continues sur I et, Yz € I, g(x) # 0, alors i est définie et continue sur I.
g

Proposition 4.11. Soient I et J deux intervalles de R, f : I — R et g : J — R telles que
f(I) C J. Si f est continue sur I et g est continue sur J alors g o f est continue sur I.

4.1.3 Prolongement par continuité

Définition 4.12. Soient I un intervalle, a € I et f : I\{a} — R une fonction continue. On
dit que f est prolongeable par continuité en a si f admet une limite finie [ en a. La fonction
f I — R définie par

@)= f@) size 1\{a} et fla)=1,
est appelé le prolongement par continuité de f au point a. En particulier f est continue en
a, et donc sur I.

Exemple 4.13. Soit f la fonction définie sur R* par f(z) = e

elle est prolongeable par continuité en 0

. On cherche a savoir si

sin(x
Elle est continue sur R*. De plus, on sait que liII(l) (z)
T—>

par continuité en 0 et f(O) = 1. La fonction f est alors continue sur R tout entier.

= 1. Donc f est prolongeable

Exercice 4.4. Montrer que pour tout a > 0 la fonction f(x) = z* définie sur ]0, +o0[ est
prolongeable par continuité en 0 et préciser la valeur de ce prolongement. Lorsque a > 0 on
considere donc naturellement que les fonctions puissances sont définies sur [0, +-o00].

4.1.4 Continuité par morceaux

Définition 4.14. Soient a < b et f : [a,b] — R. On dit que f est continue par morceaux
sur [a,b] s’il existe co < c1 < --- < ¢, tels que

1. co=a etc, =0,

2. f est continue sur chaque intervalle |cg, x|, et les limites lim f(x), k=1,...,n,
Ty
et lim+ f(z), k=0,...,n—1, existent et sont finies.
f‘)Ck

Remarque 4.15. La condition 2. est équivalente a dire que pour tout intervalle [k, ciq] il
existe une fonction continue f. : [ck, ckr1] — R qui coincide avec f sur |cg, cxi1].

Définition 4.16. Soit f : I — R. On dit que [ est continue par morceaux sur I si pour tout
la,b] C I la fonction f est continue par morceaur sur |a, b.

Exemple 4.17. La fonction “partie entiere” est continue par morceaux sur R. En effet, soit
la,b] C R. On pose ¢y = a, ¢y = E(a) +1, co = E(a) +2,..., ¢,o1 = E(b) et ¢, = b. La
fonction fi : [ck, k1] = R définie par fi(z) =cx sik € {1,...,n—1} et par fr(x) = E(a)
pour k =0, est bien continue et coincide avec E sur |k, criq].
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4.2 Le théoreme des valeurs intermédiaires

Le théoreme suivant précise I'image d’un intervalle par une application continue. Rappelons
une propriété caractéristique d’'un intervalle (voir la Remarque 2.14 page 21) : [ est un
intervalle si et seulement si V(z,y) € 1%, [z,y] C I.

Théoréeme 4.18 (Théoreme des valeurs intermédiaires). Soient I un intervalle de
R, f: I — R une fonction continue et (a,b) € I? tels que a < b. Alors pour tout
réel k compris entre f(a) et f(b) il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) = k.

Remarque 4.19. Intuitivement, derriere lidée de continuité il y a [dée que l'on ne peut
pas passer “instantanément” d’une valeur a une autre, il faut passer par toutes les valeurs
qui sont entre les deux. Autrement dit, le graphe d’une fonction continue sur un intervalle
se trace sans lever le crayon. C’est précisément ce que dit ce théoréme.

f(b)
f(a)

Le théoreme des Valeurs Intermédiaires

Démonstration. La démonstration sera vue au second semestre dans le cours de “Polynomes
et Suites” en utilisant le Théoreme des suites adjacentes. Pour le lecteur intéressé et curieux
on donne une autre démonstration dans la Section 4.3 utilisant la notion de borne supérieure
(Section 2.4) et en particulier le Théoreme 2.60. O

£ Attention ! Il est indispensable que la fonction considérée soit définie sur un intervalle !
Par exemple, la fonction f : R* — R définie par f(z) = % est continue sur R*. 0 est compris
entre f(—2) = —3 et f(3) = 3, pourtant il n’existe aucun réel tel que £ = 0.

On rencontre ici une premiere utilité de la notion de prolongement par continuité : si
possible agrandir le domaine de définition de fagon a avoir un intervalle, tout en gardant la

notion de continuité. On ne pourrait pas appliquer le Théoreme des valeurs intermédiaires
sin(x)

a la fonction f(z) = définie sur R*, car R* n’est pas un intervalle, mais on peut

I'appliquer & la fonction obtenue par prolongement par continuité en définissant f(0) = 1.

Corollaire 4.20. L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
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Un cas particulier du Théoreme 4.18 que 'on utilise souvent est celui ou k =0 :

Corollaire 4.21. Si une fonction continue sur un intervalle I prend des valeurs positives et
négatives, alors elle s’annule en (au moins) un point.

Exercice 4.5. Soit f : [0,1] — R continue telle que f([0,1]) C [0, 1], i.e. pour tout z € [0, 1]
on a f(x) € [0,1]. Montrer qu’il existe ¢ € [0, 1] tel que f(c) = c.

Théoréeme 4.22. Soit [ : [a,b] — R une fonction continue. Alors f est bornée et
atteint ses bornes.

Remarque 4.23. “ f est bornée et atteint ses bornes” signifie que
1. f est minorée et majorée,

2. f posséde un minimum et un maximum : T, yr) € [a,b]?, Vo € [a,b], f(r,) <

f(x) < fla). -

Démonstration. La preuve de ce Théoreme sera également vue au second semestre dans le
cours “Polynomes et Suites”. 0

Combiné avec le Corollaire 4.20, le théoreme précédent précise ainsi 'image de f lorsque
I'intervalle de départ est un segment :

Corollaire 4.24. L’image d’un segment par une fonction continue est un segment.

Exercice 4.6. Donner un exemple de fonction f continue et définie sur |0, 1] telle que
a) f ne soit pas majorée.

b) f ne soit pas minorée.

c) f soit majorée mais n’atteint pas sa borne supérieure.

d) f soit minorée mais n’atteint pas sa borne inférieure.

4.3 Complément : preuve du Théoreme des Valeurs
Intermédiaires

Dans cette section on démontre le Théoreme 4.18 a 1’aide de la notion de borne supérieure
et du Théoreme 2.60. On se place dans le cas ou f(a) < f(b). On reviendra sur 'autre cas a
la fin.

Soit donc k tel que f(a) < k < f(b). On veut montrer qu'’il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) =
k. Si k= f(a) il suffit de prendre ¢ = a et si k = f(b) il suffit de prendre ¢ = b. On suppose
donc maintenant que f(a) < k < f(b). On considere 'ensemble A = {z € [a,b]| f(z) < k}.
L’ensemble A est majoré (b est un majorant) et il n’est pas vide puisque a € A. D’apres le
Théoreme 2.60 I'ensemble A admet une borne supérieure que ’on note c. En particulier ¢
est un majorant de A et donc

Vo €le, b, f(z) > k.

On va montrer que ¢ vérifie f(c) = k. On va pour cela procéder en 3 étapes :
1. on montre que ¢ € |a, b[, autrement dit que ¢ # a et ¢ # b,

2. on montre que f(c) > k,
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3. on montre que f(c) < k.
On peut au préalable remarquer que comme [ est un intervalle et a,b € I on a ¢ € I et donc
f(c) est bien défini.

Etape 1. Si ¢ = a cela veut dire que pour tout > a on a f(z) > k. D’apres la Proposition
3.22 et la continuité de f en a on en déduit que

k< lim f(2) = f(a)

Tr—a
ce qui contredit f(a) < k. Ainsi ¢ > a.
Soit maintenant € = f(b) —k > 0. Comme f est continue au point b on a lirri f(z) = f(b)
T—r

et donc il existe § > 0 tel que
Veel, |lt—bl<d = |f(x)— f(b)] <e.
En particulier, si  €]b — 4,b] on a

J0) — f) <= f) — k = [(2) > k.
Autrement dit si 2 €]b— §,0] alors x ¢ A et donc ¢ <b— 4 <b.

Etape 2. Pour tout « €]e¢,b] on a f(x) > k, et I'étape 1. montre que Uintervalle |¢, b] n’est
pas vide. En utilisant a nouveau la Proposition 3.22 et cette fois la continuité de f en ¢ on
en déduit que
k< lim f(z) = f(c).
xz—ct

On peut remarquer qu’ici aussi on a utilisé '’hypothese que I est un intervalle. Méme si
c € I et que f(c) a un sens il faut s’assurer que la limite quand z tend vers ¢ par valeurs
supérieures soit bien définie.

Etape 3. On va raisonner par ’absurde. Supposons donc que f(c) > ket soite = f(c)—k > 0.
Comme f est continue au point c il existe § > 0 tel que

Veel, |lt—c <d = |f(x)— flo)] <e.

Comme a < ¢ < b, quitte a diminuer ¢ on peut supposer que |¢ — 0, ¢ + §[C [a, b]. Pour tout
x €lec—0d,c] on a donc

fle) = f(z) <e=fle) =k = f(x) > k.

Comme on a également f(x) > k pour tout = € Je,b] on en déduit que pour tout = € |c— 6, b]
on a f(x) > k et donc ¢ — ¢ est un majorant de A. Comme ¢ — § < ¢ cela contredit la
définition de ¢, a savoir que c est le plus petit majorant de A.

Conlusion : On a montré qu'il existe ¢ €la,b] tel que k < f(c¢) < k et donc on a bien
fle) = k.

La preuve ci-dessus démontre le théoreme dans le cas ot la fonction f vérifie f(a) < f(b).
Si maintenant f(a) > f(b) et f(b) < k < f(a) on obtient le résultat en appliquant le

théoreme a la fonction g = —f et au nombre —k. En effet, g est bien continue sur [ et on a
g(a) < —k < g(b), donc il existe ¢ € [a, b] tel que —k = g(c) = —f(c), i.e. k = f(c).
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CHAPITRE 5
DERIVABILITE

Dans tout ce chapitre I, sauf précision contraire, désignera a nouveau un intervalle de R non
réduit a un singleton.

5.1 Fonctions dérivées

5.1.1 Définitions

Définition 5.1. Soient a € [ et f: I — R. On dit que f est dérivable en a si la limite
o F) — f(a)
r—a Tr — a

nombre dérivé de f en a.

existe et est finie. Dans ce cas on note f'(a) cette limite et on l'appelle le

f(@) — f(a)

de la fonction f entre a et x. C’est la pente du segment joignant les points de coordonnées
respectives (a, f(a)) et (z, f(x)).

Remarque 5.2. La quantité s’appelle le taux d’accroissement (ou de variation)

f(a)

f(x) — f(a)

T —a

Remarque 5.3. Dans la définition on peut remplacer le taux d’accroissement

B) —
r flath) = fla) (cela correspond a écrire x = a + h) et on étudie alors la limite quand

h — 0 de ce dernier rapport.
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Exemple 5.4. Par définition la fonction exponentielle est dérivable sur R, de dérivée elle-
meéme, et vaut 1 en 0. On en déduit donc la limite
e —1 e — ¢

. . o ! o .
3161_1;1(1) . _olclgtl)x—o =exp'(0) = exp(0) = 1.

Exercice 5.1. En utilisant la définition, calculer la dérivée des fonctions suivantes.
a) f(x) = ax + b en tout zp € R.
b) f(z) = +/z en tout zo > 0. f est-elle dérivable en 07

sin(x) 1 — cos(x) 1

= 1 et glﬁlgr(l) — Q= =3 (voir Proposition

3.26). En utilisant la définition, montrer que les fonctions sin et cos sont dérivables en x
pour tout xy € R et calculer leur dérivée.

Exercice 5.2. On rappelle que liH(l)
T

Définition 5.5. Soient a € I et f: I — R. On dit que f est dérivable a droite, resp. a

gauche, en a si a n’est pas le plus grand élément de I et lirn+ M existe et est finie,
T—a r—a
; L . flx) = fla) . .
resp. a n’est pas le plus petit élément de I et lim —————= existe et est finie. Cette limite
r—=a~ r —a

est alors appelée dérivée a droite, resp. a gauche, de f en a et notée fi(a), resp. fi(a).

Proposition 5.6. Soienta € I et f : I — R. [ est dérivable en a si et seulement si f est
dérivable a gauche et a droite en a et si f;(a) = fi(a).

Exercice 5.3. Montrer que la fonction valeur absolue n’est pas dérivable en 0.

Proposition 5.7. Si f est dérivable en a alors f est continue en a. ‘

f(x) — f(a)
Tr—a
tendre x vers a. O

Démonstration. 11 suffit d’écrire pour = # a que f(z) = f(a)+ (x—a) et de faire

B Attention ! La réciproque est fausse. La fonction valeur absolue est continue mais pas
dérivable en 0.

5.1.2 Application dérivée

Définition 5.8. Soient I un intervalle et f: I — R. Si f est dérivable en tout point de I
on dit que f est dérivable sur I. La fonction dérivée de f, notée f', est la fonction définie
sur I par f': 1>z~ f'(z) €R.

La proposition 5.7 donne immédiatement qu’une fonction dérivable sur I est continue sur I.

Théoreme 5.9. Soienta € I, A€ R et f,g: I — R deux fonctions dérivables en a. Alors,
1. f+ g est dérivable en a et (f + g)'(a) = f'(a) + ¢'(a).
2. \f est dérivable en a et (\f)'(a) = Af'(a).
3. fg est dérivable en a et (fg) (a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

1 1\’
4. sigla) #0, — est définie au voisinage de a, dérivable en a et (—) (a) =—
g 9
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5. sig(a) #0, i est définie au voisinage de a et dérivable en a. De plus,
g

9

<f>' (a) = f'la)g(a) — fla)g'(a)

Démonstration. 1. Pour x € I, x # a, on écrit

(f+9)@) = (f+9)@) _ flz) +9(x) = [a) —gla) _ J(2) = fla)  g(z) —g(a)

Tr—a Tr—a r—a r—a

Le résultat découle alors du 3. de la Propositon 3.15.
2. Pour x € I, x # a, on écrit

A)(2) = (Af)la) _ Af(z) = Af(a) _ \ flz) = fla)
Le résultat découle alors du 4. de la Propositon 3.15.
3. Pour x € I, x # a, on écrit
(f9)(=) = (fg)la) _ flx)g(x) — fla)g(a)
_ f@)g(x) - fla)g(z) + fla)g(x) — fla)g(a)

Puisque ¢ est dérivable en a elle est aussi continue en a donc lim g(x) = g(a). Le résultat
r—a

découle alors du 3. et du 5. de la Propositon 3.15.
4. Puisque g est dérivable en a elle est continue en a. De plus g(a) # 0 donc, d’apres la
Proposition 3.21, il existe § > 0 tel que pour tout x € INja — d,a + 6 on ait g(x) # 0, i.e.

1
— est bien définie au voisinage de a. Pour tout € IN}a — §,a + §[ on écrit

Do (DN L1 glo g
(g> @) (g) @) _9@) gla) _ g0)gle) _ 1 g()-g(a)
r—a r—a r—a g(z)g(a) r—a

Le résultat découle alors de la Propositon 3.15 et de la dérivabilité (et donc de la continuité)
de g en a.

1
5. On utilise 4. pour la fonction g et on applique 3. avec f et —. O

Exercice 5.4. En raisonnant par récurrence, montrer que

a) pour tout entier n > 1 la fonction définie sur R par f(x) = 2™ est dérivable sur R et que
sa dérivée est f'(x) = na™ 1.

b) pour tout entier n > 1 la fonction définie sur R* par f(z) = ™™ est dérivable sur R* et
que sa dérivée est f'(z) = —nz "L
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Théoréme 5.10. Soient I et J deux intervalles, f: 1 — R et g:J — R tels que f(I) C J.
Si f est dérivable en a et si g est dérivable en b = f(a), alors g o f est dérivable en a et

(go f)(a) =g'(f(a)) x f'(a).
Idée de la démonstration : si x # a on écrit

(9o f)z) = (90 f)la) _ 9(f(2)) —9(f(a))  f(z)—f(a)
T —a f(x) = f(a) r—a

On appelle y = f(z). Puisque f est dérivable en a elle y est continue, donc lorsque x tend
vers a on a y — f(a). L’idée est alors d’écrire

Lo @ — (o N . glf@) —g(f@) . f() — f(a)
Tr—a Tr— Qa r—a f(x) — f(a) r—a Tr— Qa

Il y a cependant un passage incorrect : on a divisé par f(x) — f(a) mais ce terme pourrait
étre nul. On peut penser au cas ou f est constante, ou par exemple a la fonction f définie sur

1 1
R par f(r) = 2”sin <—> siz#0et f(0) =0 qui s’annule pour tout x = — avec n € Z*.
T nm

La démonstration ci-dessous évite ce probleme mais 1'idée générale de ’argument est celle
donnée ci-dessus.

9@; - ff(ﬁ ;a” siy £ fla) et 7(f(a)) =

g'(f(a)). Comme g est dérivable en f(a) cela prouve que la fonction 7 est continue en f(a).
Par ailleurs on a pour tout y € J

Démonstration. Soit 7 : J — R définie par 7(y) =

9(y) = g(f(a)) + 7(y) x (y — f(a)).

On écrit alors, en prenant y = f(z),

o)) = (goNla) _ o S@) = f(a)

r —a r —a

On peut maintenant prendre la limite z — a et le résultat découle de la dérivabilité de f en
a, de la continuité de 7 en f(a) et de la Proposition 3.15. O

Exemple 5.11. Les formules pour certaines dérivées vues en terminale sont des cas parti-
culiers de la formule de dérivation composée du Théoreme 5.10.

1. En prenant f(x) = ax + [, la dérivée de g(ax + ) est ag'(ax + B).

2. Sin € Z, en prenant g(x) = 2™ la dérivée de f(x)" est f'(x) x nf(z)" "t (il faut ici
avoir f(x) #0 sin <0).

3. En prenant g(z) = exp(x) la dérivée de /@ est f'(x)el@.
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5.2 Le théoréme des accroissements finis

5.2.1 Extremum local d’une fonction

Définition 5.12. Soienta € [ et f: 1 — R.

1. On dit que a est un minimum global, resp. maximum global, de f si pour tout x €
on a f(x) > f(a), resp. f(x) < f(a).

2. On dit que a est un extremum global de f si a est un mazimum global ou un minimum
global de f.

3. On dit que a est un minimun local, resp. maximum local, de f s’il existe & > 0 tel
que, pour tout x € IN]a — §,a+ 8], on ait f(x) > f(a), resp f(z) < f(a). Autrement
dit si a est minimum, resp. mazimum, de f dans un voisinage de a.

4. On dit que a est un extremum local de f si a est un maximum local ou un minimum
local de f.

5. Un mazimum local (global), resp. minimum local (global), est dit strict si pour tout

re€lNja—d,a+6] (xe€l) x#a, ona f(x)> fla), resp. f(x) < f(a).

Remarque 5.13. Sia est un minimum, resp. maximum, global de f alors a est un minimum,
resp. maximum, local de f.

Théoreme 5.14. Soient I un intervalle ouvert de R, a € I et f: I — R. St f est dérivable
en a et a est un extremum local de f alors f'(a) = 0.

Démonstration. Supposons que a est un maximum local et soit > 0 tel que pour tout

M S O et d():[lc7
r—a

puisque f est dérivable en a, d’apres la Proposition 3.22 on a f’(a) < 0. Par ailleurs, si

f(x) — fla)
r—a

f'(a) > 0. Finalement on a bien f’(a) = 0. O

x €la—d0,a+ ] on ait f(x) < f(a). Alors, si x €a,a + [ on a

x €la—4d,a] on a > 0 et par le méme argument que ci-dessus on en déduit que

Remarque 5.15. La récriproque est fausse. Par exemple la dérivée de f : R >z +— 23 € R
est nulle en 0, mais 0 n’est pas un extremum local.

£ Attention ! Il faut que l'intervalle soit ouvert ou du moins que a ne soit pas au bord
de l'intervalle, comme par exemple I = [a,b]. En effet on ne pourrait alors pas appliquer
les deux parties de I'argument ci-dessus. Si I = [a, b[ on ne pourra pas appliquer la seconde
partie puisque f n’est jamais définie pour = < a. Par exemple, soit f définie sur I'intervalle
[0,1] par f(x) =2z + 1. Alors 0 et 1 sont respectivement un minimum et un maximum local
de f, cependant f’(z) =2 # 0 pour tout z!

5.2.2 Théorémes de Rolle et des accroissements finis

Théoréme 5.16. [Théoréme de Rolle] Soient (a,b) € R* aveca < b et f : [a,b] — R
continue sur |a, b, dérivable sur|a, b| et telle que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ € ]a, b]
tel que f'(c) = 0.
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by o
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FIGURE 5.1 — Le théoreme de Rolle FIGURE 5.2 — Le théoreme des accrois-

sements finis

L’interprétation graphique de ce théoreme est la suivante : si les deux points A et B de la
courbe représentative de f, et d’abscisses respectives a et b, ont méme ordonnée, autrement
dit si la droite (AB) est horizontale, alors la courbe représentative de f admet une tangente
horizontale en au moins un point d’abscisse ¢ compris entre a et b, voir Figure 5.1.

Remarque 5.17. Le point ¢ n’est pas forcément unique, voir Figure 5.1.

Démonstration. D’apres le Théoreme 4.22 (page 53), puisque la fonction f est continue sur
[a, ] elle est bornée et admet un minimum et un maximum global, il existe x,,,zy € [a,d]
tels que f(z,,) < f(z) < f(xp) pour tout x € |a, b].

Si f(xm) = f(xm), f est constante et la dérivée d’une fonction constante est nulle, donc
V€ [a,b], f'(z) = 0.

Sinon, on a f(x,) < f(xu) et on ne peut donc pas avoir f(xy) = f(a) et f(x,) = f(a).
Supposons que f(zy) # f(a) (lautre cas se traite de la méme fagon). Comme f(a) = f(b),
on a aussi f(xp) # f(b), et donc x; € |a, b. Comme la fonction f est dérivable sur |a, b| et
que xp; est un maximum global (donc local) de f sur a,b[ on peut appliquer le Théoréme
5.14, ce qui prouve que f'(z) = 0. O

Le théoreme suivant est la généralisation du théoreme de Rolle au cas ou f(a) et f(b) ne
sont pas forcément égaux.

Théoréme 5.18. [Théoréme des accroissements finis] Soient (a,b) € R? avec a < b
et f:|a,b] — R continue sur [a,b], dérivable sur |a,b[. Alors il existe ¢ €a,b| tel

que
F(b) = fla)

f0) = fla) = fOb-a) < flo)="7—

b) —
Graphiquement la quantité M est la pente de la droite (AB) ou A = (a, f(a))

et B = (b, f(b)). Ce résultat signifie donc qu’il existe (au moins) un point de la courbe
représentative de f d’abscisse ¢ € |a, b| en lequel la tangente est parallele a la droite (AB),
voir Figure 5.2.
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Démonstration. C’est une application directe du théoreme de Rolle. On définit la fonction

¢sfat] > Rpar (o) = o) - (@) + L8 =0

dérivable sur ]a, b et p(a) = p(b). D’apres le théoreme de Rolle il existe ¢ € ]a,b| tel que

- a)). Elle est continue sur [a, b],

¢'(¢) = 0. Mais ¢'(z) = f'(z) — M, d’ou le résultat. O
—a
Remarque 5.19. La droite (AB) a pour équation y = f(a) + W(x —a), et le membre

de droite est précisément la quantité qui apparait dans la définition de ¢. Autrement dit, la
fonction ¢ représente la distance algébrique (calculée verticalement) entre un point M de la
courbe et le point de la droite (AB) ayant la méme abscisse que M.

M

X

Le théoreme qui suit est une conséquence directe du Théoreme des accroissements finis.

Théoréme 5.20 (Inégalité des accroissements finis). Soient (a,b) € R? avec a < b
et f : [a,b] — R continue sur [a,b], dérivable sur ]a,b[. On suppose que f' est
bornée par M sur |a,b[, i.e. pour tout x €la,b[ on a |f'(xz)] < M. Alors, pour tout
(z,y) € [a, b, on a|f(z) - f(y)] < M|(z —y)|.

Exemple 5.21. La fonction sin est dérivable sur R. Comme sin’(x) = cos(x) est bornée par
1, ona
[sin(z) —sin(y)| < |z —y|, V(z,y) € R

Démonstration. Supposons que z < y (le cas y < x se traite de la méme fagon). Puisque
f est continue sur [z,y] et dérivable sur |z,y[, d’aprés le théoreme des accroissements finis
appliqué a f sur [z, y], on sait qu'il existe ¢ € |z, y[ tel que f(z)— f(y) = f'(c)(z—y). Comme
|f'(c)] < M, on a bien le résultat voulu. O

5.2.3 Monotonie et signe de la dérivée

Une conséquence importante du Théoreme des accroissements finis est le lien entre le signe
de la dérivée et le sens de variation d’une fonction. Commencons par le cas particulier ou f
est nulle. Si [ est un intervalle, I désigne I privé de ses extrémités éventuelles. Par exemple,

o

si I = [a,b] alors I =]a,b|.
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Proposition 5.22. Soient I un intervalle et f 1 — R continue sur I et dérivable sur I.
Alors f'(x) = 0 pour tout x € I si et seulement si f est constante sur I.

Démonstration. < : c’est immédiat en utilisant la définition de la dérivée. Soit xy € I, pour
F@) = F0) e o) — i 20 =10
T — Xg T—T0 T — 2o
= : Soit (z,y) € I%. On veut montrer que f(z) = f(y). Si x = y c’est évident. On va
supposer = < y (l'autre cas est similaire). On applique alors le Théoreme des accroissements
finis sur [z, y]. Il existe ¢ € |z, y] tel que f(y) — f(x) = f'(c¢) x (y — x). Mais f'(¢) = 0 donc
fy) = flx). [

tout x € I, x # xp, on a

£ Attention ! L’implication “f est constante = f' = 0” découle directement de la
définition de la dérivée et est vraie quelque soit 'ensemble de définition de f.

L’implication “f" = 0 = f est constante” est beaucoup moins évidente, elle utilise le
Théoreme des accroissements finis (qui utilise le Théoréeme de Rolle, qui lui méme utilise le
fait qu'une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes,...). De plus elle
n’est vraie que si [ est un intervalle! Par exemple, la fonction f définie sur R* par f(x) =0
siz <0et f(x) = 1si 2 > 0 est dérivable sur R*, sa dérivée est nulle, mais f n’est pas
constante.

Théoreme 5.23. Soient I un intervalle et f : I — R continue sur I et dérivable sur I.
1. f est croissante sur I si et seulement si f'(x) > 0 pour tout x € I.
2. 8i f'(x) > 0 pour tout x € I alors f est strictement croissante sur I.
3. f est décroissante sur I si et seulement si f'(z) < 0 pour tout x € I.

4. Si f'(z) < 0 pour tout x € I alors f est strictement décroissante sur I.

B Attention ! Le fait que f soit strictement croissante n’implique pas que f'(x) > 0 sur
I. Par exemple la fonction f(z) = 2% est définie et dérivable sur R, elle est strictement
croissante mais f/(0) = 0.

Démonstration. 1. = Supposons que f est croissante sur I. Soit xg € I. Pour tout #+ xg
on a w > 0, et donc d’apres la Proposition 3.22 on a f'(z) > 0.

< Soit (:U,Oy) € I? tel que = < y. On applique le Théoréme des accroissements finis a la
fonction f sur [z,y]. 1l existe ¢ € |z, y[ tel que f(y) — f(z) = f'(¢)(y — x). Comme f'(c) >0
ona f(y) — f(x) = f'(c)(y —x) >0, ie. f(z) < f(y). La fonction f est bien croissante.

2. C’est le méme raisonnement que ci-dessus. Soit (z,y) € I? tel que z < y. On applique
le Théoreme des accroissements finis a la fonction f sur [z,y]. Il existe ¢ €]z, y[ tel que
fy) = f(x) = f'(e)(y — x). Comme ['(c) > 0 ona f(y) - f(z) = f'(c)(y —x) > 0, ie.
f(z) < f(y). La fonction f est bien strictement croissante.

3. et 4. On applique 1. et 2. a la fonction —f. 0

Remarque 5.24. A nouveau, si l'implication “f croissante = f' > 07 découle directement
de la définition de la dérivée et des propriétés sur les limites, la réciproque n’est pas si
évidente : elle utilise le Théoreme des accroissements finis.
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5.3 Complément : dérivabilité et meilleure approxima-
tion affine

Définition 5.25. Si f est dérivable en a, la tangente a la courbe représentative de f au
point (a, f(a)) est la droite passant par ce point et de pente f'(a). Autrement dit c’est la
droite T, d’équation

y=fla)+ f(a)(z —a).
Remarque 5.26. La tangente est horizontale si et seulement si f'(a) = 0.

L’idée de la droite tangente au point (a, f(a)) est que c¢’est la droite du plan qui approche
le mieux la courbe représentative de f au voisinage de ce point. Plus précisément, on a la
propriété suivante

Proposition 5.27. Soient I un intervalle, a € I et f : I — R dérivable en a. Pour toute
droite D : y = a(z — a) + f du plan, si M,, P, et Q, notent les points d’abscisse x et
appartenant respectivement a la courbe représentative de f, a sa tangente T, au point A de
coordonnées (a, f(a)) et a la droite D, alors il existe un voisinage I =]a — §,a + 0| de a tel
que pour tout x € I on ait M P, < M,Q),, c’est-a-dire

[f(z) = (f(a) + f(a)(z — a)) | < [f(2) — (& — a) + B)]. (5.1)

M,

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
! l
a T

Remarque 5.28. L’équation d’une droite non verticale du plan peut toujours se mettre sous
la forme y = a(x —a) + 0.

Démonstration. Soit D : y = a(x — a)+ f une droite du plan. Comme f est dérivable en a,
elle est aussi continue en a, et on a donc

tim | () = (f(a) + f'(a)(x — a)) | =0 (5.2)
et
lim [£(z) — (a(z — ) + B)| = |f(a) - B, (5.3)

On distingue alors deux cas selon que 8 = f(a) ou non.
ler cas : B # f(a). D’apres (5.2)-(5.3) on a

lim | f(z) = (a(z — a) + B)| = |f(z) = (f(a) + f'(a)(x — a)) | = |f(a) — B > O.

T—ra
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D’apres la Proposition 3.21 on en déduit que

() = (e(x —a) + B)| = [f(2) = (f(a) + f'(a)(z —a))[ > O

au voisinage de a, i.e. 30 > 0 tel que si x € Ja—d,a+d6[on a |f(x) — (f(a) + f'(a)(zr —a))| <
|f(x) = (a(x — a) + B)| et donc (5.1) est bien vérifiée.

2nd cas : = f(a). Si a = f'(a) le résultat est évident (on a alors D = T, et donc les points
P, et @, sont confondus). On considére maintenant le cas a # f’(a). Puisque f est dérivable

enaonalimM:f'(a) et donc
r—a T — Q
tig |21 o - ’fTa)—f’(w‘:\f’(a)—abO-

A nouveau, d’apres la Proposition 3.21 on en déduit que
[z _ | f(@) = fla)
‘ - f'(a)

r—a r—a

= |f(@) = (fla)+ fla)(z —a)| < [f(z) = (alz —a) + f(a))]

au voisinage de a, le point a exclus. L'inégalité (5.1) étant évidemment vérifiée pour = = a
(les deux membres sont alors nuls), cela prouve le résultat.

O

En fait, 'existence d’une “meilleure approximation affine” caractérise le fait d’etre dérivable.

Définition 5.29. Soient I un intervalle, a € I et f : I — R. On dit que f admet une
meilleure approzimation affine en a s’il existe une fonction affine P(x) = a(x —a) + f telle
que, pour toute fonction affine Q(x) = y(z — a) + ¢, il existe un voisinage la —0,a+ 6 de a
sur lequel | f(x) — P(z)] < [f(2) — Q(x)].

Théoreme 5.30. Soient I un intervalle, a € I et f : I — R. La fonction f admet une
meilleure approximation affine en a si et seulement si elle est dérivable en a. La meilleure
approzimation affine est alors P(x) = f'(a)(z — a) + f(a).

Lemme 5.31. Soit Ac R ete>0.5i|Al <|A+¢e| et |A] <|A—¢| alors |A| <

l\DI(‘f)

Démonstration. On a

AlSA+el = A <(A+e)? > 0S24c+8 = —- <A

et

A< |A—¢] = A< (A-e)? = 0<24c+? = AL g,
ou a chaque fois on a utilisé le fait que ¢ > 0 a la derniere équivalence. Et donc finalement
si|Al<|A+e|let|A <|A—¢|lona

<A<S = A<

l\.’)l(‘f)
N ™
l\DI(T)
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Démonstration du Théoreme. <= : c’est la Proposition 5.27.

= : on suppose que f admet une meilleure approximation affine P(z) = a(z — a) + f.

Si on prend la fonction affine Q(z) = f(a), c’est-a-dire qu’on choisit v = 0 et ( = f(a), on
sait qu’il existe 6 > 0 tel que |f(z) — a(z—a)—B] < |f(zx) — f(a)| pour tout = € Ja—0d,a+0[.
En particulier en z = a on obtient |f(a) — B| < 0 et donc nécessairement § = f(a).

Soit € > 0. Prenons @ (x) = (a+¢)(z —a) + f(a), c’est-a-dire y = a+¢c et ( = f(a), et
Q_(z)=(a—¢)(x—a)+ f(a), Cest-a-dire y = a — e et ( = f(a). 1l existe alors §.,6_ >0
tels que

Ve €la— by 0+ 8.0, 1f(x) - ale —a) — f(@)] < 1f(z) — Q4 (2],
et
Ve ela—d,a+0-[, [f(x) —alz —a) = fla)] <[f(z) = Q-(2)].

Soit ¢ = min(d_,d;) > 0. On a alors pour tout x € |a — J,a + [, = # a,

[f(z) — a2z —a) = fla)] < [f(2) — Q4 (z)|
— [f(z)—alz—a) = fla) < |f(z) = (@ +e)(x—a) — fla)|
PN ‘M_@ < ‘f(fff)—f(a) Ca—dl.
r—a r—a
et
|f(z) —a(z —a) = fa)] < |f(z) — Q- (2)]
— |f(z) —a(x—a) = fla)] <|f(z) — (@ —&)(x —a) — f(a)]
< ‘M Oé‘ S ‘M — + €
T —a r—a
On applique alors le lemme avec A = f(xx) : £<a> a. On a dong, pour tout = € Ja—d,a+4]
x # a, W—& §§<€.
On a donc montré que pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que
O0<|z—a|l<d = ‘fTi:(a)—a <e.
C’est précisément la définition de li_r>n W = «. Conclusion f est bien dérivable
en a. De plus, f'(a) = a et donc la meilleure approximation affine de f est bien P(z) =
f'(a)(z —a) + f(a). U

L. Bruneau L1 MIPI, Univ. Cergy-Pontoise



66 Dérivabilité

L. Bruneau L1 MIPI, Univ. Cergy-Pontoise



CHAPITRE 6
FONCTIONS RECIPROQUES

6.1 Bijectivité, monotonie et continuité

On rappelle qu’une fonction f : £ — F est bijective si et seulement si pour tout y € F' il
existe un unique x € F tel que f(z) = y. Si f est bijective, sa réciproque est la fonction
1 F — E telle que v = f~Y(y) < y = f(x). Autrement dit, f~(y) est I'unique
antécédent de y par f. Pour les fonctions réelles d'une variable réelle on peut facilement
relier le caractere bijectif (ou injectif) d’une fonction a son sens de variation. On ne donnera
pas toutes preuves dans cette section, le lecteur intéressé les trouvera dans la Section 6.3.

Lemme 6.1. Soient D C R et f: D — R. Si f est strictement monotone alors elle est
injective. En particulier elle est bijective de D dans f(D).

Démonstration. Soient x1,xs € D tels que x; # x5. On peut toujours supposer que r; < Ts.
Si f est strictement croissante on a f(x1) < f(x2), et si f est strictement décroissante on
a f(x1) > f(z2). Dans tous les cas f(z1) # f(x2) donc f est injective.
Par ailleurs une fonction f est toujours surjective de D sur f(D), voir Remarque 2.43,
et donc f est bien bijective de D dans f(D). O

Remarque 6.2. De facon légérement abusive, on note en général également f ’application
de D dans f(D) qui a x associe f(x).

Lemme 6.3. Soient D1, Dy C R et f: Dy — Dy une application bijective. St f est stric-
tement croissante, resp. strictement décroissante, alors sa réciproque f~! est strictement
croissante, resp. strictement décroissante.

Démonstration. On traite le cas ou f est strictement croissante. Soient y, 2 € Dy et notons
1 = [Yy1) et zo = f1(y2). 1l faut montrer que y; < yo = 71 < 7. On raisonne par
contraposée, c’est-a-dire on montre que xr; > xs = y; > Yo. Si x; > x9 comme f est
croissante on a f(z1) > f(xy) c’est-d-dire y; > y». Conclusion : f~! est bien strictement
croissante. L]
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Dans les lemmes précédents il n’y a aucune hypothese de continuité ou dérivabilité sur
f. Dans le cas ou f est une fonction continue sur un intervalle on peut alors montrer la
réciproque du Lemme 6.1, autrement dit que la stricte monotonie est une condition nécessaire
et suffisante a l'injectivité.

Proposition 6.4. Soient I un intervalle et f : I — R une fonction continue. Alors f est
injective (et donc bijective de I dans f(I)) si et seulement si elle est strictement monotone.

Exercice 6.1. Trouver un contre-exemple a 1’énoncé de la proposition si
a) On ne suppose pas que f est continue.
b) On ne suppose pas que [ est un intervalle.

La proposition ci-dessus montre donc les liens étroit qu’il y a entre bijectivité et monotonie
pour les fonctions continues. Afin de montrer qu'une fonction continue sur un intervalle I
est bijective de I sur son image f([) il faut, et il suffit, de montrer qu’elle est strictement
monotone. En particulier lorsque cette fonction est dérivable I’étude du caractere bijectif se
ramene donc a I'étude du signe de la dérivée.

Si f est continue est bijective, de I dans f(I), la fonction réciproque f~! est donc définie
sur f(I). La question suivante est celle de la continuité de f~1.

Théoreme 6.5. Soient I un intervalle et f : I — R. Si f est continue et strictement
monotone, alors

1. f(I) est un intervalle,

2. f est une bijection de I sur f(I),

3. f~1 est continue sur f(I).

Corollaire 6.6. Si f est continue et bijective sur un intervalle I, alors f=! est continue.

Exemple 6.7. La fonction exponentielle est continue (pourquoi?) sur R qui est bien un
intervalle. La fonction In qui est sa réciproque est donc bien continue sur exp(R) = R

B Attention ! Dans le corollaire ci-dessus il est important que I soit un intervalle. Par
exemple, la fonction f définie sur I = [0,1]U]2,3] par f(z) =xsiz € [0,1] et f(z) =2 —1
si x €]2,3] est bien continue et bijective de I dans f(I) = [0,2]. Sa réciproque f~! est la
fonction définie sur [0,2] par f~1(z) = zsiz € [0,1] et f7'(x) = x + 1 si z €]1,2]. En
particulier, elle n’est pas continue en 1.

Application : les fonctions trigonométriques circulaires réciproques

La fonction arc sinus
Par définition, la fonction sinus est strictement croissante sur [—7, 7]. Elle est donc bijective

de [—7, 5] dans sin([-F, §]) = [-1,1].
Définition 6.8. La bijection réciproque de la fonction sin : [—F, 7] — [—1,1] est la fonction
arcsin : [—1,1] — [=7F, 7], appelée arc sinus. Elle vérifie

Vy € [—1,1], sin(arcsin(y)) =y et Vz € [—W

BL g} , arcsin(sin(z)) = x.

Son graphe est donné a la figure 6.1.
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Proposition 6.9. La fonction arcsinus est continue sur [—1,1].

Démonstration. C’est une application directe du Théoreme 6.5. O]
3 Attention ! Si z ¢ [—%,%], la quantité arcsin(sin(z)) est bien définie mais ne vaut pas
x. Par exemple, arcsin(sin(r)) = arcsin(0) = 0.

Exercice 6.2. Montrer que pour tout « € [—1,1] on a cos(arcsin(z)) = v/1 — a2

La fonction arc cosinus

Par définition la fonction cosinus est strictement décroissante sur [0, 7]. Elle est donc bijective
de [0, 7] dans cos([0,7]) = [—1, 1].

Définition 6.10. La bijection réciproque de la fonction cos : [0, 7] — [—1,1] est la fonction
arccos : [—1,1] — [0, 7|, appelée arc cosinus. Elle vérifie

Vy € [—1,1], cos(arccos(y)) =y et Vx € [0,7], arccos(cos(z)) = x.
Son graphe est donné a la figure 6.1.

Proposition 6.11. La fonction arccosinus est continue sur [—1,1].

Démonstration. C’est a nouveau une application directe du Théoreme 6.5. U

B Attention ! Si x ¢ [0, 7], la quantité arccos(cos(z)) est bien définie mais ne vaut pas x.
Par exemple, arccos(cos(27m)) = arccos(1) = 0.

Exercice 6.3. Montrer que pour tout x € [—1,1] on a sin(arccos(z)) = v/1 — a2,

La fonction arc tangente

La fonction tangente est strictement croissante sur | — 7, 7[. Elle est donc bijective de | -7, 7|
dans tan(] — 7, [) =] — oo, +-o00].

Exercice 6.4. Montrer ’affirmation ci-dessus sans calculer la dérivée de tangente.

Définition 6.12. La bijection réciproque de la fonction tan : | — 7, 5[— R est la fonction
arctan : R —] — 7, Z[, appelée arc tangente. Elle vérifie

Vy € R, tan(arctan(y)) =y et Vz € } E[, arctan(tan(z)) = .

T
272
Son graphe est donné a la figure 6.1.

Proposition 6.13. La fonction arctangente est continue sur R.

Z Attention ! Si z € Dy,,\ | — Z,2[ (on rappelle que Dey = R\ {3 + km, k € Z}) la
quantité arctan(tan(z)) est bien définie mais ne vaut pas z. Par exemple arctan(tan(m)) =

arctan(0) = 0.

Exercice 6.5. Montrer que, pour tout x € R*, arctan(x) + arctan (%) = sgn(x)5 ol sgn(x)
est le signe de z, i.e. sgn(x) vaut 1 sixz > 0et —1siz <0,
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+3.0

'\\12_5
2.0
T
+1.5 g |

+1.0 \)/ f,__-,—--”"

+0.5 N

2.5 1 -1.5 | —0.5 +0.5 +1.5 +2.5
[Ljtx) = arctanix) 7-0.5 — =
Lot . gix) = arccos{x)

—— / =1.0

=15

o,

(itx) = arcsinix)} —2.0

FI1GURE 6.1 — Fonctions trigonométriques réciproques

Solution. On traite le cas x > 0. Dans ce cas arctan(z) € ]0, 5[ et donc sin(arctan(z)) et
cos(arctan(x)) sont non nuls. On peut donc écrire

(T avetan(a))  — sin (5 — arctan(z))  cos(arctan(x))
¢ (2 t ()) ~ cos (% —arctan(z))  sin(arctan(z))
1 1 1
~ sin(arctan(z))  tan(arctan(z)) =z
cos(arctan(zx))

Comme u = g — arctan(z) € |0, g[, on a arctan(tan(u)) = u et donc

T tan(z) t ! = tan(z) + arct ! T
— — arctan(xr) = arctan { — arctan(x arctan | — | = —.
2 T T 2

6.2 Dérivée d’une fonction réciproque

Théoreme 6.14. Soit f : I — R injective et continue sur I, dérivable en a et telle que
f'(a) # 0. Alors la fonction réciproque de f, f~': f(I) — R, est dérivable en f(a) et

Démonstration. Pour tout y € f(I)\ {f(a)}, on peut écrire

[T —f@) ) —a
y— f(a) FU ) = fla)
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Comme f est dérivable en a on a lim J@) = fla) = f'(a). Mais d’apres le Théoréme 6.5 la
T—a r —a

fonction f~! est continue sur f(I) donc lim f~'(y) = a. La propriété sur la composition

y—f(a)
71 _
des limites, Proposition 3.19, nous donne ainsi lim i Ey)) f(a)
v=f@) [ (y) —a
découle alors de la Proposition 3.15 puisque f'(a) # 0. O

= f'(a). Le résultat

Corollaire 6.15. Soit f : I — R injective et dérivable sur 1. Si pour tout x € I on a
f'(z) # 0 alors la fonction f~' est dérivable sur f(I) et on a pour tout y € f(I) :

1

(f )y = Fof )

Démonstration. Soit x = f~1(y) & y = f(x). D’apres le théoréme précédent on a

1

—— = (V= FoF )

Application : dérivée des fonctions puissances et trigonométriques
réciproques

Le logarithme népérien

La fonction In est la réciproque, définie sur R* , de la fonction exp. Par définition, la fonction
exp est dérivable sur R et a pour dérivée elle méme, i.e. exp/(z) = exp(x). En particulier sa
dérivée ne s’annule jamais. D’apres le Théoreme 6.14, la fonction In est donc dérivable sur
R% et sa dérivée est

"(z) = (exp 1) (z) = : - 1 B 1
In'(z) = (exp™)'(z) exp’/ (exp~1(z)) exp(exp~l(z))

Remarque 6.16. Par définition de la dérivée on en déduit la limite suivante :

In(1 + z) — im In(1+ 2) —In(1) (1) =1,

z—0 x x—0 x

En utilisant le Théoreme 5.10 avec g(z) = In(z), si une fonction f est strictement positive
f'(@)

flx)

Exercice 6.6. Justifier que la fonction f définie sur |—oo, 0] par f(x) = In(—=x) est dérivable
et calculer sa dérivée.

et dérivable, on obtient que la dérivée de In(f(x)) est
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Les fonctions puissances

On rappelle que si a € R la fonction “puissance a” est définie sur R* par f (x) = ealn() gf
notée z¢. En utilisant le Théoreme 5.10 on en déduit qu’elle est dérivable sur R’ et que sa
dérivée est la fonction

e In(z)

/ . 2 aln(z) __
f(x)—xxe =ax 40

Comparer le résultat obtenu avec celui de ’Exercice 5.4.
Exercice 6.7.

a) Montrer que la fonction f(z) = 2% est définie et dérivable sur R puis calculer sa dérivée.
Indication : quelle est la définition de 27.

b) Soit a > 0. Montrer que la fonction g(x) = a” est définie et dérivable sur R puis calculer
sa dérivée.

Fonctions trigonométriques réciproques

Les fonctions trigonométriques réciproques ont été définies dans la Section 6.1. On énonce
juste les résultats concernant leur dérivabilité. Ce sont des applications du Théoreme 6.14.
—1
V1—22

Proposition 6.17. 1. La fonction arccos est dérivable sur]—1,1] et arccos'(z) =

1
2. La fonction arcsin est dérivable sur | — 1,1[ et arcsin’(z) = ———.
3. La fonction arctan est dérivable sur R et arctan’(z) = T2
x

Exercice 6.8. Démontrer la Proposition ci-dessus a 1'aide du Théoreme 6.14. Indication :
utiliser le résultat des Exercices 6.2 et 6.3.

Fonctions trigonométriques hyperboliques et leur réciproque

Les fonctions sinus hyperbolique, notée sinh ou Sh, et cosinus hyperbolique, notée cosh ou
Ch, sont définies sur R par
sinh(z) =

(" —e™™) et cosh(z) == (e"+e7).

N =
N —

Leur graphe est donné a la figure 6.2.

Proposition 6.18. Les fonctions sinh et cosh sont dérivables sur R. La fonction sinh est im-
paire, strictement croissante et bijective de R dans R. La fonction cosh est paire, strictement
croissante sur R, et bijective de R, dans [1,400].

Exercice 6.9. Démontrer la proposition ci-dessus en utilisant les Théoremes 5.23 et 6.5.

La fonction tangente hyperbolique, notée tanh ou Th, est définie sur R par

inh r -z
tanh(z) = sinh(x) _ e —e

cosh(z) e +e
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{(f) = cosh()

f(x) = tanh(x)

FI1GURE 6.2 — Fonctions sinh et cosh FIGURE 6.3 — Fonction tanh

Remarque 6.19. Pour tout © € R on a cosh(x) > 1, en particulier cosh(z) # 0, donc la
fonction tanh est bien définie. Son graphe est donnée a la figure 6.3

Proposition 6.20. La fonction tanh est dérivable sur R, impaire, strictement croissante et
bijective de R dans | — 1,1].

Exercice 6.10. Démontrer la proposition ci-dessus.

Exercice 6.11. Montrer que

a) ¢ = cosh(z) + sinh(z).

b) cosh(z)? — sinh(z)? = 1.
e’ —1

e 4 1°

c) tanh(x) =

Remarque 6.21. L’ensemble des points (x,y) du plan tels que x* —y* = 1 est une hyperbole,
d’ot le nom de trigonométrie hyperbolique. En effet, pour tout t € R, & = cosh(t) et y =
sinh(t) vérifient cette équation (de la méme maniére que v = cos(t) et y = sin(t) vérifient
22+ y? =1 qui est ’équation d’un cercle, d’ou le nom de trigonométrie circulaire).

Exercice 6.12. Montrer que

a) cosh(a + b) = cosh(a) cosh(b) + sinh(a) sinh(b). f) tanh(2a) = %};g())
(

b) sinh(a + b) = sinh(a) cosh(b) + cosh(a) Sinh(b)' g) cosh(a)+ cosh(b) = 2 cosh(%2 )cosh(“

c) cosh(2a) = cosh®(a) + sinh*(a) = % h) cosh(a) — cosh(b) = 2sinh( “’) sinh (%2

d) sinh(2a) = 2sinh(a) cosh(a) = 13222—}111(2(1(1) i) sinh(a) + sinh(b) = 2sinh(*4®) cosh(
tanh(a)+tanh(b) .]) Sinh(OJ) - Slnh( ) = QSll’lh( )C Sh(

e) tanh(a + b) = T+ tanh(a) tanh(b)

Remarque 6.22. Les formules obtenues dans ’exercice précédent sont appelées formules de
trigonométrie hyperbolique. Elles ressemblent fortement a celles de trigonométrie circulaire,
voir I’Annexe C.

De la méme maniere que pour les fonctions trigonométriques circulaires, on introduit les
fonctions réciproques des fonctions trigonométriques hyperboliques.
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FIGURE 6.4 — Fonctions Argsinh, Argcosh et Argtanh

Définition 6.23. 1. La fonction réciproque de la fonction sinh : R — R est la fonction
Argsinh: R — R, notée aussi ArgSh et appelée argument sinus hyperbolique. FElle vérifie

Vy € R, sinh(Argsinh(y)) =y et Vz € R, Argsinh(sinh(z)) = .

2. La fonction réciproque de la fonction cosh : Ry — [1,+o0[ est la fonction Argcosh:
[1,400] = R, notée aussi ArgCh et appelée argument cosinus hyperbolique. Elle vérifie

Vy € [1,4+o00[, cosh(Argeosh(y)) =y et Vz € Ry, Argcosh(cosh(z)) = x.

3. La fonction réciproque de la fonction tanh : R — | —1, 1] est la fonction Argtanh:|—1,1[ —
R, notée aussi ArgTh et appelée argument tangente hyperbolique. FElle vérifie

Vy €] —1,1[, tanh(Argtanh(y)) =y et Vo € R, Argtanh(tanh(z)) = z.
Le graphe de ces fonctions est donné a la figure 6./

Contrairement au cas des fonctions trigonométriques circulaires réciproques, on peut calculer
explicitement les fonctions Argsinh, Argcosh et Argtanh a ’aide des fonctions “usuelles”.

Exercice 6.13. Montrer que
a) Pour tout z € [1,+oo[, Argecosh(z) = In (z + Va2 — 1).
b) Pour tout = € R, Argsinh(z) = In (z + V22 + 1).

1 14+
c) Pour tout = €] — 1,1[, Argtanh(z) = B In (1 >
-
Le calcul des dérivées des fonctions réciproques s’obtient soit directement a partir des expres-
sions données dans ’exercice, soit en utilisant le Théoreme 6.14 et 'Exercice 6.14 ci-dessous.

Proposition 6.24. 1. La fonction Argcosh est continue sur [1,400|, dérivable sur]1,4o00|
et Argcosh/(r) = —

Va1
2. La fonction Argsinh est dérivable sur R et Argsinh/(z) = r;—l-l'
3. La fonction Argtanh est dérivable sur | —1,1[ et Argtanh’(z) = .

Exercice 6.14.
a) Montrer que pour tout z € R on a cosh (Argsinh(z)) = V1 + 22.
b) Montrer que pour tout « € [1,+00[ on a sinh (Argcosh(z)) = Va2 — 1.
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6.3 Compléments

Cette section contient les preuves completes des résultats de la Section 6.1.

Démonstration de la Proposition 6./
< : c’est le Lemme 6.1.
= : On va montrer la contraposée, c’est-a-dire “si f n’est pas strictement monotone alors
f n’est pas injective”. Remarquons que “f n’est pas strictement monotone” est équivalent a
“f n’est pas strictement croissante et f n’est pas strictement décroissante”, ce qui s’écrit
(Bwy, @) € I,y <wpet flz1) > f@2)) et Blyr, ) €17,y <yoet flyr) < fy)).

i
g g

(*) (+)

On définit la fonction g : [0,1] — R par, pour tout t € [0, 1],

g(t) = f((1 = t)zy +tyr) — f((1 —t)wg + typ).

Comme z7,y; sont dans I et que I est un intervalle, on a bien (1 —t)x; + ty; € I pour tout
t € [0,1] et donc f((1 — t)xy + ty;) est bien définie. De méme, f((1 — t)z2 + tys) est bien
définie, ainsi la fonction g est bien définie.

La fonction f est continue donc g est continue. De plus, d’apres (), ¢(0) = f(z1) —
f(z2) > 0 et, d’apres (xx), g(1) = f(y1) — f(y2) < 0. Donc d’apres le Théoreme des valeurs
intermédiaires, il existe ¢ty € [0, 1] tel que g(to) = 0, ce qui équivaut a

F((A=to)xr +toyr) = f((1 —to)m2 + toya).

Par ailleurs, (1 —to)x1 +toys # (1 —to)xe +toys (car 1 < xo, y1 < Yo, (1—tg) > 0 et ty > 0),
donc f n’est pas injective (on a trouvé deux valeurs x # 2’ tels que f(x) = f(z')). O

La suite de cette section a pour but de montrer le Théoreme 6.5.

Proposition 6.25. Soit f une fonction monotone sur un intervalle I. Alors f(I) est un
intervalle si et seulement si [ est continue.

Dans la preuve nous aurons besoin du résultat intermédiaire suivant.

Lemme 6.26. Soit f : |a,b] — R croissante. Alors f admet en tout point xo de |a,b] une

limite a gauche et une limite a droite. De plus, lim f(z) < f(xo) < lim f(z), et pour tout
T—=T( x—ma'

x €l six<uxzgalors f(z) < lim f(z) et st x > xg alors f(x) > lim f(z).
=T :v—>zg

Démonstration. Bien que le résultat soit assez intuitif (faites un dessin!) sa preuve nécessite
la notion de borne supérieure/inférieure d’un ensemble (voir la Section 2.4). On montre les
résultats concernant les limites a gauche, ceux concernant les limites a droite se montrent de
fagon similaire.

L’ensemble f (]a, T [) est un sous-ensemble non-vide de R et, comme f est croissante, il
est majoré par f(xg). Donc il admet une borne supérieure [ < f(z(). On va montrer que

lim f(x) existe et vaut .
=Ty

Soit £ > 0. Par définition de la borne supérieure, [ — & n’est pas un majorant de f (]a, X [)
dans R, donc il existe y € f(Ja,zo[) tel que | — e < y < 1. Comme y € f(Ja,zo]) il existe
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€ €la,zo[tel que y = f(£). Onadoncl—e < f(§) < I. Soit x €a, x| tel que z > . Comme
f est croissante f(x) > f(§) > | — e. Par ailleurs, par définition de [, on a f(x) < [. En

notant 6 = xo — & > 0 on a donc, pour tout x € Ja, zo[, si 0 < g —x < § alors |f(z) — 1] < ¢,
ie. lim f(z)=1I.

T—=T(
Finalement soit x < xo. Comme f est croissante on a f(y) > f(z) pour tout y € [z, x|
et donc I = lim f(y) > f(x). O

y—}l‘o

Remarque 6.27. On montrerait de la méme fagon que si f : [a,b] — R est croissante alors
f admet une limite (a droite) en a et une limite (a gauche) en b. De plus f(a) < lim f(x)
Tr—a

et lim f(z) < f(b).

Démonstration de la Proposition 6.25. <= : ¢’est le théoreme des valeurs intermédiaires, plus
précisément le Corollaire 4.20 (ici on n’a pas besoin de 'hypotheése f monotone).

= : On suppose que [ est croissante, la preuve est similaire dans le cas décroissant. Soit
xo € I tel que xy ne soit pas le plus grand élément de I (si I = [a, b] cela signifie zo # b).
Comme f est croissante, d’apres le Lemme 6.26 et la Remarque 6.27, elle admet en xy une
limite a droite [ > f(zg), i.e. lim+ flx)=1> f(xo).

Z—)IEO

Supposons que | > f(zg). Alors, pour tout = € I, soit x > x( et on a, d’apres le Lemme
6.26, f(x) > 1, soit © < xq et alors f(z) < f(zo) puisque f est croissante. En particulier, f
ne prend aucune valeur entre f(xg) et [, i.e. f(I)N]f(z0),l[= 0.

Par ailleurs comme xg n’est pas le plus grand élément de I, il existe 1 € [ tel que xg < 21
et on a f(zg) <1 < f(x1). Comme f(I) est un intervalle, on a |f(xo),![C [f(x0), f(x1)] C
f(I) ce qui contredit f(I)N]f(xo),I[= 0.

Ainsi f(xg) =l et f est continue & droite en 5. On montre de la méme fagon que f est
continue a gauche en tout point xg € I qui n’est pas le plus petit élément de /. Finalement
f est bien continue en tout point de I. 0

Démonstration. 1. et 2. ont déja été prouvés (Corollaire 4.20 et Lemme 6.1 respectivement).
Il reste & montrer 3. Par définition f~! est une bijection de f(I) dans I et d’apres le Lemme
6.3 elle est strictement monotone de 'intervalle f(I) sur 'intervalle I, donc elle est continue
d’apres la Proposition 6.25. 0
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CHAPITRE 7

DERI/\/EES D'’ORDRE SUPERIEUR ;
DEVELOPPEMENTS LIMITES

7.1 Dérivées d’ordre supérieur et formules de Taylor

7.1.1 Dérivées successives

Définition 7.1. Soit f : I — R. Si f est dérivable sur I et si f' est aussi dérivable sur I,
alors on dit que [ est deux fois dérivable sur I et on note f” la dérivée de f'. La fonction
f" est appelée la dérivée seconde de f.

Par récurrence on définit, si elle existe, pour n € N la fonction ™, appelée la dérivée
n-éme de f, ou dérivée d’ordre n de f, par fO = f, fO = ' f0) = (f=1Y On dit alors
que f estn fois dérivable sur I.

On dit que f est infiniment dérivable sur I si f est n fois dérivable sur I pour tout n € N.

Proposition 7.2. La fonction [ estn fois dérivable si et seulement si sa dérivée f' est n—1
fois dérivable et on a f(”) = (f’)(n—l)'

Le théoreme suivant est ’équivalent du Théoreme 5.9 pour les dérivées d’ordre n.

Théoreme 7.3. Soientn e N, A\ € R et f,g: I — R deux fonctions n fois dérivables sur I.
Alors,

1. f+g estn fois dérivable sur I et (f + g)™ = f) 4 g,
2. \f estn fois dérivable sur I et (\f)™ = \f().

3. fg estn fois dérivable sur I et (fg)" = (Z) f® =R " (Eormule de Leibniz).
k=0

1
4. st g#0 surl, — estn fois dérivable sur I.
g

5. st g#0 surl, f est n fois dérivable sur I.
g
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Démonstration. A part la formule du 3., les résultats découlent directement de la définition
des dérivées d’ordre n et du Théoreme 5.9.
On montre 3. par récurrence sur n € N. Soit P, la proposition “si f et g sont n fois

dérivables alors fg est n fois dérivable et (fg)" = Z (Z) fR) gn=k)».

k=0
Initialisation : Pour n = 0 il n'y a rien a faire et pour n = 1 c’est le 3. du Théoreme 5.9.

Hérédité : Soit n € N, supposons P, vraie et montrons P,.;. On suppose donc que f et

g sont n + 1 fois dérivables. En particulier elles sont n fois dérivables donc fg est n fois

dérivable et on a (fg)" = Z <Z> F® g =k Puisque f et g sont n + 1 fois dérivables les
k=0

fonctions f*) et g% sont dérivables pour tout k € {0,--- ,n} donc, d’apres le Théoréme
5.9, la fonction (fg)™ aussi ce qui prouve que fg est bien n + 1 fois dérivable. De plus,

U = ()" = (Z (1) f%w)

k=0

( ) k+1) (n—k) +fk) n— k+1))
= (ln >f(l (nt+1- l)—l—Z( ) gkt (onaposél=Fk+1

=1

I
3 x>
+HM3
- o

dans la lére somme)

n+1
_ (l n >f(l (n+1— Z)+Z( )f(k:)g(n—k—i—l) ((—nl) _ <nil) :0>

3
=
=

1=0
n+1
E(0)- ()
k=0
n+1
n+ 1 () gn+1K) (2
= f (regle de Pascal).
k=0

O

Remarque 7.4. Le calcul effectué ci-dessus est similaire a celui effectué dans la preuve de
la formule du binome de Newton (voir Section 1.5, page 16).

Exercice 7.1. Montrer que f(z) = 2%|z| est deux fois dérivable sur | — 1, 1[.

Théoreme 7.5. Soient I et J deux intervalles de R, n € N, f: [ - R et g:J — R telles
que f(I) C J. Si f est n fois dérivable sur I et g est n fois dérivable sur J alors go f est n
fois dérivable sur I.

Démonstration. On montrer le résultat par récurrence sur n.

Initialisation : Pour n =1 c¢’est le Théoreme 5.10.

Hérédité : Soit n > 1. On suppse que f et g sont n + 1 fois dérivables. En particulier elles
sont dérivables donc go f aussi et (go f)' = f' x ¢’ o f. Puisque f est n+ 1 fois dérivable la
fonction f’ est n fois dérivable. De méme ¢’ est n fois dérivable. En appliquant I’hypothese
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de récurrence aux fonctions ¢’ et f (qui est n fois dérivable puisqu’elle I'est n + 1 fois) et le
3. du Théoreme 7.3, on en déduit que la fonction (go f)’ est n fois dérivable et donc, d’apres
la Proposition 7.2, la fonction g o f est bien n + 1 fois dérivable. 0

7.1.2 Classe d’une fonction

Définition 7.6. Soit f : [ — R.

1. On dit que f est de classe C™ sur I, n € N, si f est n fois dérivable sur I et si sa
dérivée n-éme f™ est continue sur I.

2. On dit que f est de classe C™ si f est infiniment dérivable.

Remarque 7.7. Dire que f est de classe CV signifie que f est continue. Si f est n fois
dérivable sur I on dit parfois que f est de classe D".

Exercice 7.2. Montrer que f est de classe C*° si et seulement si f est de classe C™ pour
tout n € N.

La propriété suivante est 1’équivalent de la Proposition 7.2.

Proposition 7.8. Soit f : I — R et n € N*. La fonction f est de classe C™ si et seulement
si elle est dérivable et sa dérivée f' est de classe C™ 1.

Exemple 7.9. La plupart des fonctions usuelles, comme les polynomes, In, exp, cos, sin,
tan, cosh, sinh, tanh, sont C*° sur leur ensemble de définition.

Le théoreme suivant est une conséquence directe des Théoremes 4.10 et 7.3.

Théoréme 7.10. Soienta € I, A€ R, n € NU{+o0} et f,g: 1 — R deuzx applications de
classe C™ sur I. Alors,

1. f+ g est de classe C™ sur 1.
2. \f est de classe C™ sur I.

3. fg est de classe C™ sur I.
4
5

. s1g#0 surl, = est de classe C™ sur 1.

Q M~ Q=

. st g# 0 surl, L estde classe C™ sur I.

Finalement le théoreme qui suit se montre de la méme facon que le Théoreme 7.5 en utilisant
la Proposition 7.8.

Théoréme 7.11. Soient I et J deux intervalles de R, n € NU {+oc}, f : I — R et
g:J — R telles que f(I) C J. Si f est de classe C™ sur I et g est de classe C™ sur J alors
go f est de classe C™ sur I.
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7.1.3 Formules de Taylor
Le théoreme qui suit est une généralisation du Théoreme des accroissements finis.

Théoréme 7.12 (Formule de Taylor-Lagrange a 'ordre n+1). Soient a < b, f : [a,b] — R,
et n € N. On suppose que [ est de classe C™ sur [a,b] et n + 1 fois dérivable dans ]a,bl.
Alors il existe ¢ € |a, b| tel que

/ "(a (n) a (n+1) c
fb) = f(a)+ f1( )(b— a) + f2(! )(b—a)2+...+f n'( )(b—a)”+—]2n:_1<)!)(b—a)”+l
() LRGP
= 2 k'( (b—a)k—l—(n_l_l)!)(b—a)”L.

Remarque 7.13. Sin =0 c’est précisément le Théoréme des accroissements finis.

Remarque 7.14. L’hypothése sur la fonction f signifie que la fonction ") eziste, est conti-
nue sur [a,b] et dérivable sur ]a,bl.

Remarque 7.15. Le résultat est encore vrai si a > .

Démonstration. L’idée est d’appliquer le Théoreme de Rolle & une fonction bien choisie.
Etant donné A € R, que I'on fixera par la suite, soit ¢ la fonction définie sur [a, b] par

k) (4
oe) = 16 -3 w4y

Quelque soit A on a ¢(b) = 0. On choisit donc, pour pouvoir appliquer le Théoréme de Rolle,
A tel que p(a) = 0. Un tel choix est toujours possible, il suffit de prendre

f(6) = f(@) = 20 —a) — ...~ TEO O —a)"
(b— a)n+!

L’hypohese sur f entraine que la fonction ¢ est continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b|.
Puisque ¢(a) = ¢(b) = 0, on peut appliquer le Théoreme de Rolle : il existe ¢ € |a, b] tel que
¢'(¢) = 0. Or pour tout = €]a,b] on a

o(x) = —Z% x (fF @) x (b—2)* + fP(z) x (=1) x k(b—2)*") + A(n + 1)(b— z)"
_ Z < ) x (b— ) + Z ﬁ X O @)b— 2 + A+ 1)(b - 2)"

= —Zfo’““( (b—x) +sz FEV (@) (b —2)' 4+ A(n + 1) (b — 2)"
k=0

= —%@(b —z)"+An+1)(b—2)".

En particulier, on a

F ()

n!

F (e

go’(c):(b—c)"x((n+1)A— ):O = A:(n—i—l)!’
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(n+1) (C)

(n+ 1!
de ¢ et en disant que p(a) = 0. O

puisque b — ¢ # 0 (¢ € ]a, b[). On conclut en remplacant A par dans la définition

Théoréme 7.16. [Formule de Taylor-Young a lordre n] Soient n € N*, I un intervalle
et f: I — R une fonction n fois dérivable sur I. Pour tout a € I, il existe une fonction
e: 1 — R telle que lime(z) = 0 et pour tout x € 1

T—ra

f@) =3 - a)f + (o - @)=(a).

Remarque 7.17. La formule de Taylor-Young peut aussi s’écrire, pour tout h € R tel que
a+hel,

n k) (g
flath)=>" fk—!()hk + h"e(h)

avec €(h) — 0 quand h — 0.
Remarque 7.18. Pourn = 1, la relation f(z) = f(a)+ f'(a)(z —a)+ (x —a)e(x) se réécrit,

f@) = fla) = f'(a) + (). La condition lime(x) = 0 est donc équivalente &
T —a T—a

pour T # a,

i £(@) = F(@)

= f'(a), ce qui est exactement la définition de f est dérivable en f'(a).
z—a T —a

Remarque 7.19. Sia €1 et f,g: I — R sont telles qu’il existe € : I — R vérifiant
i) pour tout x € I, f(x) =e(x)g(z),
ii) lime(z) = e(a) =0,
r—a
on dit que f est négligeable devant g au voisinage de a et on note f = o(g), appelée notation

de Landau. La formule de Taylor-Young s’écrit alors

) (g
£y =3 LD @ - o - ap.
k=0 ’

Démonstration. On donne la preuve dans le cas ou f est non seulement n fois dérivable mais
de classe C".

Soit a € I. Puisque f est de classe C™ sur I, pour tout x € I\ {a} elle est de classe C"!
sur [a,z] (ou [z,a] si z < a) et n fois dérivable sur |a, [ (ou |z, a[). On peut donc appliquer
la formule de Taylor-Lagrange a U'ordre n — 1. 1l existe ¢(z) € ]a, [ (ou |x,al) tel que

=1y, () (o
fo) = S LW L)y

k! n!

(n) — f(n)
_ K n, S (e(x) = ()
= 2. (x —a)"+ (z —a)" x oy
. . F™(c(x) — f™(a)
On définit alors la fonction e par e(x) = six # a et e(a) = 0. Il reste

n!
juste a vérifier que lim e(x) = 0.
T—ra
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On sait que c(x) est compris entre a et x donc d’apres le théoreme des gendarmes
(Théoreme 3.24) lim c¢(x) = a. Le résultat découle donc de la continuité de la fonction
T—a

f™ en a et de la Proposition 3.19. O

7.2 Développement limité d’une fonction

Définition 7.20. Soient I un intervalle ouvert, f : I — R, a € I et n € N. On dit
que f admet un développement limité a ['ordre n, noté DL,, en a s’il existe une fonction
polynomiale P, de degré au plus n et une fonction ¢ : I — R telles que

f(z)=P(x—a)+ (x —a)"e(x), Ve e I et lime(x)=0.

Tr—a
Autrement dit, s’il existe o, q,..., 0, ER et e: 1 — R, lime(x) =0, tels que Vo € 1
Tr—a
flz) = av+a(z—a)+ - +au(z—a)"+ (z —a)"e(x) (7.1)

= Z ap(r — a)* + (v — a)"e(z).

Le terme P,(x — a) s’appelle la partie principale du développement limité.

Exemple 7.21. Soit f(z) =1+ 3z — x* définie sur R et a = 0.
e Sin =0 on peut écrire f(x) =1+¢(x) avec e(x) = 3z — z* 220. Donc f admet un
DLy en 0 et Py(z) = 1.

e Sin=1 on peut écrire f(x) =1+ 3z + ze(z) avec e(x) = —x 2220. Donc f admet
un DLy en 0 et Py(z) =1+ 3z.
z—0

e Sin > 2 on peut écrire f(x) = 1+ 3z — 2> + 2"e(x) avec e(z) = 0 == 0. Donc f
admet un DL,, en 0 et P,(z) = 1+ 3z — 2%

Exemple 7.22. On rappelle que pour toutn € N et x # 1 on a

1 _I.n-i-l 1 xn-i—l
l+z+2°+ fa"=—"— < =l4+z+a’+---a"+
1—2z 11—z 11—z
On en déduit que pour tout n € N la fonction f définie, par exemple, sur | — 1,1] par

f(z) = ] admet un DL, en 0 et que celui-ci est donné par
—x

1 2 n n
1—:1+x+x + 42" 4 2"e(x)
—x

2 Attention ! Un développement limité ne donne des informations qu’au voisinage du point
a : la seule chose que 'on sait de la fonction € c’est que lim e(z) = 0. On fera en particulier
Tr—a
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attention a ne jamais oublier le terme de reste ! Par exemple, peu importe la valeur de I’entier
n et sauf si v =0

1
E#l‘f‘x‘i‘xz‘i‘"‘—i—l’n.

On fera également attention au fait que la forme du développement limité dépend aussi du
point a considéré. Si on reprend la fonction f(z) =1+ 3z — x? de I'Exemple 7.21, on peut
écrire
f@)=3+@—-1)—(z—-1)2?=3+(x—1)+ (z — De(a)
ou g(x) = —(x — 1) vérifie lim1 e(z) = 0. La fonction f admet donc aussi un DL; en 1 dont
T—r

la partie principale est 3 + (x — 1), alors que la partie principale du DL; en 0 est 1 4 3z.

Remarque 7.23. En général on se ramene au cas ou a = 0. Si [ =|a, [ alors la fonction f
admet un DL, en a si et seulement si la fonction g définie sur l'intervalle J =|a—a,  — a|
par g(x) = f(x + a) admet un DL, en 0. De plus f vérifie (7.1) si et seulement si

g(x) =g+ + -+ aya” + a"E(x)

ou é(x) = e(x + a) vérifie lin% £(z) = 0. On peut ainsi obtenir les coefficients du DL, de f
T—>

a partir de celui de g.

L’idée de (7.1) est de “développer” la fonction f, qui peut a priori étre compliquée, pres
du point a en une somme de termes simples (ce sont des puissances de =) de “plus en plus
petits” et avec un reste (z — a)"e(x) qui est encore plus petit. La notion de “plus petit” est
a comprendre de la fagon suivante, un peu comme pour les croissances comparées :
!
r—a
e si £ < [ alors lim —( )
za (x — a)k
“petits” au voisinage du point a.
. (.CIZ’ B a)ng(l') : sl « URY
e lim———= = lime(x) = 0, au voisinage de a le reste est “encore plus petit
T—a (;E — a)n T—a
que “le plus petit terme” de la partie polynomiale.
On verra une premiere application des développements limités au calcul de limites dans la
Section 7.5.

= 0, plus la puissance augmente plus les termes sont

Proposition 7.24. Si f admet un DL, en a de partie principale Zak(:ﬁ —a)* alors pour

k=0
m

tout m < n la fonction f admet un DL, en a de partie principale Z ag(z —a)k. Autrement
k=0

dit, lorsque l'on abaisse l'ordre d’un DL on obtient la nouvelle partie principale en tronquant

les termes de degré supérieur a l'ordre souhaité.

Démonstration. Si f admet un DL, en a et m < n, il suffit d’écrire
fx) = Y el —a) + (z —a)"e(x)
k=0

— Z ap(z —a)" + (z — a)™ ( Z ap(z —a) ™ + (z — a)”_me(x)) .

k=m+1
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n

en constatant que lim Z ag(xr — a)k_m + (x —a)" ™e(z) = 0. 0
x—0 heme 1

Proposition 7.25. Si f admet un DL,, en a il y a unicité de la partie principale. Autrement

dit si . .
fl@) =) arz—a)f + (z—a)"ei(x) = > Bilx — a)* + (x — a)"ea(w)
k=0 k=0
avec liII[l) e1(z) = lin% eo(z) = 0 alors oy, = By pour tout k € {0,...,n} (et donc ey = &q).
T—r T—>

Démonstration. On raisonne par I’absurde. On suppose qu’il existe k tel que ay # [, soit
ko le plus petit entier k tel que oy # Bi. On écrit alors, pour tout = € I\ {a},

> (e —a) + (x —a)'er(z) = D Pz — a)f + (z — a)"ex(x)

= ) (=B —a) = (2 —a)" (e2(2) — e1(2))

k=ko

= D (=B =) = (= a)" ™ (e2(2) — ().

k=ko

Lorsque z tend vers a le membre de gauche tend vers ay, — fx, # 0 tandis que celui de droite
tend vers 0. On a bien ainsi la contradiction souhaitée. O

Corollaire 7.26. Supposons que 0 € I et que f admette un DL, en 0. St f est paire, resp.
impaire, la partie principale du DL est paire, resp. impaire.

Démonstration. On traite le cas ou f est paire. On a, pour tout = € I, f(z) = P,(x)+a"e(x)
avec P, fonction polynomiale de degré au plus n et hH(l) g(x) = 0. On a donc, pour tout = € I,
Tr—r

f(x) = f(=2) = Pu(=2) + (=2)"e(=2) = Bu(=2) + 2" x (=1)"e(=2).

La fonction P,(—x) est une fonction polynomiale de degré au plus n et la fonction &(z) =
(—1)"e(—x) vérifie lirr(l) £(z) = 0. L'unicité de la partie principale assure que P, (z) = P,(—x).
z—>

7.3 Formule de Taylor et DL usuels

La question naturelle qui suit est “comment savoir si une fonction f admet un DL,” et
surtout “comment le calculer”. Le Théoreme 7.16 permet d’obtenir immédiatement le résultat
suivant.

Proposition 7.27. Soientn > 1, f : I — R une fonction n fois dérivable et a € I. Alors f
admet un DL, en a dont la partie principale est

" ek (g
P (x—a)= Zf l{:'< >(.T—(I)k.
k=0 '
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Remarque 7.28. Si f admet un DL, en a, nécessairement f est continue en a et on a
ag = f(a). En effet, en prenant x = a dans (7.1) on a immédiatement f(a) = o, et de plus
le membre de droite tend vers ag quand x tend vers a.
Réciproquement, si f est continue en a elle admet un DLy en a. Il suffit d’écrire f(x) =
fla)+ (f(x) — f(a)). Admettre un DLy en a est donc équivalent a étre continue en a.
—_—

e(z)

Pour n = 1 la proposition ci-dessus assure que si f est dérivable en a alors f admet un DL,
en a et qu’on a alors

f(@) = fla) + f'(a)(z — a) + (x — a)e(x).

On a approché f par la fonction affine f(a) + f'(a)(z — a), cf Section 5.3.
Réciproquement, supposons que f admette un DL; en a : f(x) = apg+ay(z —a) + (z —
a)e(x) avec lime(x) = 0. On sait déja d’apres la remarque précédente que ay = f(a). On
T—a
peut donc écrire

f(z) — f(a) P

= +e(x) — ay.
Tr —a

Autrement dit, f est dérivable en a avec f’'(a) = ;. En conclusion, f adment un DL, en a
si et seulement si elle est dérivable en a.

Ce résultat ne se généralise par contre pas aux ordres supérieurs : si n > 2 le fait
d’admettre un DL, en a n’assure pas que la fonction f soit n fois dérivable en a.

1
Exemple 7.29. Soit f : R — R définie par f(z) = 2°sin <—) stz # 0 et f(0) = 0.
x
La fonction f admet un DLy en O de partie principale nulle. En effet la fonction e(x) =
1
x sin (— siz # 0 et e(0) = 0 vérifie bien lil% e(x) =0 (c’est une conséquence du Théoréme
T T—r

des gendarmes), et on a f(x) = x?(x) pour tout z.
La fonction f est dérivable en 0 avec f'(0) = 0. Ca découle de la discussion ci-dessus.

1 1

Et pour x # 0 on a f'(z) = 32°sin <—> — X oS (—) On peut alors vérifier que f n’est pas
x x

deuz fois dérivable en 0. En effet, si x # 0,

L0 s (3) ()

Le premier terme du membre de droite tend vers O quand x tend vers 0 tandis que le second
n’a pas de limite.

A Taide de la formule de Taylor on obtient ainsi les développements limités, dits usuels,
suivants qu’il est bon de connaitre (ou de savoir retrouver rapidement). Pour tout n € N on
a les DL, suivants en 0 :

1
=1 " n )
i +ax 42"+ a2"e(z)
. 1+I:1—x+x2+---+(—1)”x”+x”€(x).
— T .’L'Q " "
e ¢ — +ﬂ+§+"'+ﬁ+$€($)-
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172 ZL‘4 (_1)nx2n

P —_— — —_— Y — 2n

e cos(z) =1 5 + m +eF n)] + z*"e(x).

) 173 1.5 (_1)nx2n+1 _—
OSIH(LU):SL’—y—‘—g—F—FW—FQ? 8(.1’)

-1 —1).-- — 1
o (1+x)“—1+%x+%$2+---+a(a ) Fa n >Jc”+x”€(a:).
2 -1 n+1,.n
oln(l—f-I):fL‘—%—f—"--i-( " + z"e(x).
n

Remarque 7.30. 1) Si P, note la partie principale du DL de f(z) =

et ), celle de
1—=x

1
g(x) = 152 on peut remarquer que Qn(x) = P,(—x). C’est en fait une conséquence directe
x

du fait que g(x) = f(—x) par un argument similaire o celui utilisé au Corollaire 7.26.
2) Comme vu au Corollaire 7.206, la fonction cosinus, resp. sinus, est paire, resp. impaire,
et son DL en 0 ne contient donc que des termes dont la puissance est paire, resp. impaire.

7.4 Opérations algébriques sur les DL

Dans la pratique on ne revient pas toujours a la formule de Taylor pour calculer un développement
limité, tout comme on ne revient pas toujours a la limite du taux d’accroissement pour cal-
culer une dérivée. Pour cette derniere il y a quelques dérivées usuelles que vous connaissez
(fonctions polynomiales, exponentielle, sinus, cosinus, etc.) et ensuite on utilise les propriétés
algébriques sur les dérivées : somme, produit, composée, etc. Il en va de méme pour les DL.
On va donner ici quelques regles de calcul que 'on pourra combiner avec les DL usuels vus
dans la section précédente.

Afin de simplifier les notations on se placera dans le cas particulier ¢ = 0. On a vu a la
Remarque 7.23 qu’il était toujours possible de s’y ramener.

Somme et produit

Proposition 7.31. Soient f,g : I — R et n € N. §i f et g admettent des DL, en O de
parties principales respectives P, (x) et Q,(x) alors

1. Pour tous réels A\, la fonction \f + pug admet un DL, en 0 de partie principale
APy () + pQn().

2. La fonction fg admet un DL, en 0. Sa partie principale R,, est obtenue en effectuant
le produit P,(z)Q,(x) et en ne gardant que les termes de degré au plus n.

Remarque 7.32 (ou on retrouve un peu d’algebre linéaire dans le cours d’analyse). La
premiére propriété montre que l’ensemble E des fonctions de I dans R admettant un DL,
en 0 est un sous-espace vectoriel de [’ensemble des fonctions de I dans R, et que ’application
de E dans l’ensemble des fonctions polynomiales qui a f € E associe la partie principale de
son développement limité est une application linéaire.

Remarque 7.33. La partie principale R, du produit fg correspond au reste de la divi-
sion euclidienne du produit P,Q, par la fonction polynomiale z" (voir le Chapitre sur les
polynomes dans le cours “Polynémes et Suites” du 2nd semestre).
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Démonstration. Soient £1,e5 : I — R telles que hn% e1(z) = lin% go(z) =0 et
T—

f(@) = Po(x) +21(z),  g(x) = Qu(x) + 2"e2().
1. Il suffit d’écrire
(f +9)(@) = Pa(z) + Qn(x) + 2" (e1(2) + £2(x)) ,

et de noter que P, + @),, est une fonction polynomiale de degré au plus n et que la fonction
€3 = €1 + &9 vérifie bien lin% es(x) = 0.
z—

2. Le produit P,(@), est une fonction polynome de degré au plus 2n, elle peut donc s’écrire

2n
Po(2)Qn(x Z apz®. La fonction R, est donc définie par R,( Z apz® et on a
k=0
2n
Po(2)Qn(x) = Ry(x) + Y g = Ry (x) + 2"e3(x) (7.2)
k=n-+1
2n
ou la fonction e3(x) = Z o z™ " vérifie bien lin% e3(z) = 0. On écrit alors
T—>
k=n-+1

(fo)@) = (Pulz) +a"e1(2)) x (Qu(2) + a"ex(2
_ Pn(m)Qn(x)+x”<Pn( Jea (@ )+Qn(rc
= Ru(z) + 2" (e3(2) + Palz)ea(x) +

~—

)
e1(z) + x”el(x)eg(x))
Qn(x)er(x) + x"sl(x)sg(x)z

x)

et on a bien lim g4(z) = 0. O
z—0

~—

45\

—~

Remarque 7.34. L’idée de (7.2), et donc du DL d’un produit, est que plus les puissances
sont grandes plus les termes sont petits. Ainsi, tous les termes dont la puissance est stricte-
ment plus grande que n sont négligeables par rapport au dernier terme de la partie principale
(qui est au plus c,x™) et sont donc “mis dans le terme de reste”. Dans la pratique, on ne
cherchera donc pas a calculer précisément les coefficients des termes de degré supérieur a n.

Exemple 7.35. On va déterminer des DLs en 0 des fonctions f(x) = cos(x) +e* et g(z) =
cos(z)

. Ces deux fonctions sont bien trois fois (et méme infiniment) dérivables au voisinage

de_O donc elles admettent bien un DLs.
1. En utilisant les DL3 en 0 de cos(x) et e® on a

3
= 2+x+g+x35(m).
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2. De méme, les DLz en 0 de cos(x) et 12 donnent
g(z) = (1 — %2 + x3€1($)) X <1 +z+2*+ 27+ x352(x)>
= 1+m+x2+m3—%2—%3+a:35(x)
= 1+$+%2—|—%3+x35(x).

Comme mentioné ci-dessus on n’a pas cherché a calculer les termes dont le degré est supérieur
ou €gal a 4 (puisqu’on cherche un DLs), tous ces termes sont “inclus” dans le terme de reste.

Composition

Proposition 7.36. Soient f: [ - R et g:J — R tels que f(I) C J, f admelte un DL,
en 0, de partie principale P,(x), et g admette un DL, en a = f(0), de partie prinicpale
Qn(x—a). Alors go f admet un DL,, en 0. Sa partie principale R, est obtenue en effectuant
la composée Q,(P,(z) — a) et en ne gardant que les termes de degré au plus n.

Exemple 7.37. On cherche un DLy en 0 de la fonction h(z) = cos(In(1 + z)). Si f(x) =
In(1+z) et g(x) = cos(x) on a h = go f. La fonction f admet un DLy en 0 et la fonction
g admet un DLy en f(0) = 0. Par ailleurs on a

22 3 4 2 i
f(:c):m—§+§—z+x4é‘1(x) et 9($)=1—5+E+374€2($)
On a donc
1 22 23 N\? 1 2 28 N
h = 11— (g4 _ Sl R 4
() 2($ >3 4) +24( 2 "3 4) T 2'es(@)
1 4 22 1
= 1—5(m2+%—x3+%>+ﬁ$4+$454(w)
2 23 xt
T
Tto g e ea(),

ot chacune des fonctions €, apparaissant dans le calcul vérifie lin% er(z) =0.
Tr—r

Démonstration. On a

f(z) = Py(x) + 2"1(z) et g(z) =Qun(zr —a)+ (z —a)"es(x)

avec Q,(r) = Zﬁkxk. D’ou
k=0

go f(zx) = O, (Pn(x) —a+ x”el(x)> + (Pn(x) —a+ x"el(x)>n52 (Pn(x) + x"el(x)>
k

= i Br (Pn(x) —a+ x"el(x)) + (Pn(x) —a+ $n€1($))n€2 (Pn($) + xngl(x))'
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Pour tout indice k la formule du binome de Newton permet d’écrire

(Puw) —a+ x"sl(:v)>k = () - a)k + Zk: (’;) (@ex @) (Pula) - a)kj

= (P,(2) — )" + 2" (2),

avec ilir(l) €r(x) = 0 pour tout k. On a donc
gof(z) = DA (Pul@) = ) +2" Y Bidn(e) + ((Pale) — @) + 2"60(2) )22 (Pa() + "1 ()
- 0, (Pn(x) - a) +a" Y () + ( (Py(z) —a)" + x”én(x)>52 (Po(z) + 2" (2)) .

Comme dans (7.2) on peut écrire @, (Pn(x) — a) = R, (z) + 2"¢(z) avec lir% e(z) = 0. Par
T—

ailleurs, a = f(0) = P,(0) (voir la Remarque 7.28) donc P,(xz) — a est un polynéme qui

s’annule en 0. Il est donc de la forme P,(z) —a = Zajxj et, en utilisant la formule du

Jj=1
binéme de Newton comme ci-dessus, on a alors

(Pu(x) —a)" = afz" + a™&(x).

Au final on a
go f(x) = Rp(x)+a" (g(x) + Zn: Brér(x) + <oz? +é(z) + én(:c)) X €9 (Pn(a:) + x”al(:c)>>

et le terme en facteur de 2" tend vers 0 lorsque x tend vers 0 (pour le dernier terme on utilise
que lir% P,(z) + z"1(x) = P,(0) = a et lim eg(z) = 0). O
T— r—a

Quotient
Proposition 7.38. Soient f,g: 1 — R et n € N. Si g(0) # 0 et si f et g admettent des

DL, en 0 alors i est bien définie au voisinage de 0 et admet un DL, en 0.
g

Démonstration. Comme g admet un DL, en 0, g est continue en 0. Et puisque g(0) # 0 cela

assure que g ne s’annule pas au voisinage de 0 et donc que la fonction = y est bien définie.

On écrit ensuite g(z) = g(0) +g(z) — g(0) = ¢(0) (1 + W) La fonction h(z) =
w admet un DL, en 0 et vérifie h(0) = 0. Par composition de h avec la fonction
g
et produit avec f, on en déduit que /(@) ! X f(x) x ! admet un DL
: roduit avec f, on en déduit que ——= = —— zr) X ——— admet un DL,
1+a O P K g(xz)  ¢(0) 1+ h(x)
en 0. U
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Exemple 7.39. On souhaite donner un DLs en 0 de tan(z) = sm((x)). En utilisant les D Ls
cos(z
de sin(x), cos(z) et T3z e
3 ab 1
tan(z) = (x T + = + x551(x)> X RN
1—54—1—}-1‘ 82(1‘)
23 5 . 22 72 4\ 2 5
3 5 2 4 4
- (m— %+%+x561(x)> X (1—1—% — g—4+z+x5s4(x)>
3 5 2 5 4
= (x—%+%+ 561(x)> X (1+%+2—Z+I554(x))
+x3+5x5 3 x5+x5+5€()
= o+ -+ —-—— =+ -—=—+2%(x
2 24 6 12 120 °
s x3 N 22° © 2es(a)
= T+ 5 T o).

A la deuxiéeme ligne on a arrété le DL de 1+Lx a lordre 2. En effet, tous les termes provenant

du DL de cos(x) sont au moins en x°, et élevés a une puissance supérieure ou égale a 3 ils
donneraient tous des termes d’ordre strictement plus grand que 5. Tous ces termes sont donc
inclus dans le terme de reste.

Remarque 7.40. I existe une autre méthode pour le calcul du DL d’un quotient. On obtient
ce dernier a partir de la division selon les puissances croissantes de la partie principale de f
par la partie principale de g.

“Primitivation”

Proposition 7.41. Soit f : I — R dérivable et n € N. Si f" admet un DL, en 0 de
partie principale P,(z) alors f admet un DL,y1 en O et sa partie principale est Q,(z) =

F0) + [ Pu(z) da. Clest-a-dire, si P,(z) = Z apx® alors

k=0
n n+1
Xk g+l Op—1
Qn(z) = f(0) + = f(0)+ ) ——at.
—~ k+1 e~ k

Remarque 7.42. On peut retrouver facilement le DL de f(x) = In(1 + x) a partir de celui
1
de
1+

en utilisant f'(z) = (0) = 0 et la proposition ci-dessus.

[
Exemple 7.43. On voudrait un DLs en 0 de la fonction arctan(z). Celle-ci est dérivable

et arctan’(x) Pour obtenir un DLs de arctan(x) on commence par écrire un DL,

T 142
de ——, obtenu a partir de celui de :
1+ a2 l+z
1
i 1 —2? +2* 4+ 2 (2).
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Par ailleurs arctan(0) = 0 et on en déduit donc le DLs en 0 suivant
3 5
arctan(x) = x — % + % + 2°&(z).

Démonstration. 11 faut montrer qu’il existe € : I — R tel que lirr(l) e(x) =0 et
T—

n+1

fla) = f(0)+ )] et + 2" e(w),
k=1
. . o i N k=1 k _ s . . _
autrement dit que la fonction g(x) = f(z) — f(0) ; 5 ¢ vérifie ili}r(l) e 0.

La fonction g est dérivable sur R et on a ¢'(z) = f'(z) — Z apz”. Comme f’ admet un
k=0

DL, en 0 de partie principale Z apz”, il existe £ telle que ¢'(x) = 2"&(z) avec liII(l] E(x) =0.
b d

Etant donné x € I on applique_le Théoreme des Accroissement Finis a la fonction g entre 0
et = (g est dérivable) : il existe ¢(x) compris entre 0 et = tel que

g9(x) = g(x) = g(0) = (x = 0) x g'(c(x)) = 2 x (c(x))"E(c(2)).
Comme ¢(x) est compris entre 0 et x on a |¢(x)| < |z| pour tout z, et donc
l9(@)] = || x Je(@)["E(e(x))] < x| e(e(2)].

Par ailleurs lir% c(x) = 0, puisque |¢(z)| < |z|, et donc par composition des limites liII(l) E(c(z)) =
T— T—>

x
0 et le Théoreme des gendarmes permet d’en déduire que lir% g(+3 =0. 0
z—0 g™

B Attention ! Le résultat “inverse” du type “si f est dérivable et admet un DL, en 0 alors
f" admet un DL, 1 en 0” est faux! Reprenons la fonction f de I’'Exemple 7.29 définie par

1
f(z) = 2”°sin (—> siz # 0 et f(0) = 0. Celle-ci est dérivable et admet un DL, en 0. La
T

fonction f’ n’admet par contre pas de DL; en 0. Sinon elle y serait dérivable comme on I'a
vu précédemment (cf page 85 apres la Remarque 7.28) et donc f serait deux fois dérivable
en 0 ce qui n’est pas le cas.

7.5 Application au calcul de limites

On va utiliser les développements limités pour lever I'indétermination de certaines limites.
L’idée est la suivante : quand on fait un DL on se ramene essentiellement a un polynome.
On va expliquer le principe sur un exemple. On voudrait déterminer, si elle existe, la limite

e’ —cos(x) —x
im .
z—0 sin(z) — In(1 + z)
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On commence par vérifier que 'on a bien une forme indéterminée (sinon inutile de se lancer
dans des calculs fastidieux). On va ensuite effectuer un DL en 0 (parce qu’on cherche la limite
en 0) du numérateur et du dénominateur. On ne cherchera pas a faire celui du quotient !
Toute la question est “a quel ordre faire ces DL 7”7 On va voir que si on le fait a un ordre
trop faible cela n’apportera rien, mais d’un autre coté si on le fait a un ordre trop élevé cela
sera source de calculs plus longs, plus fastidieux, et donc potentiellement source d’erreurs.
Commencons par un ordre assez bas et cherchons des D L. Les DL usuels donnent

e’ —cos(z) —x=(14+2)—1—z+xe1(x) = 261 ()
et
sin(xz) —In(l1 4+ 2) = x — x + xey(x) = xey(x),

d’ou
e’ — cos(x) —x _ xeq () _ e1(x)
sin(z) —In(1+1xz) zea(x)  ea(x)

La seule chose que I'on sache des fonctions €;, 7 = 1 ou 2, c’est que liH(l] gj(x) =0 et on n’a
T—>

pas levé I'indétermination.
Essayons cette fois des DLs. On a

z? z?
e’ —cos(zr) —x = <1+x—|— —> - (1 - —> — 1+ 2% (2) = 2% + 2%, (),

2! 2!
7 7
sin(z) —In(14+2z) =2 — (x — 5) + 22ey(z) = 5 1 z?ey (),
d’ou
e’ —cos(x) —x P42’ (x)  14e(z)

sin(z) —In(1+z) L+ 229 (7) C fte(r)
e’ —cos(x) —

Cette fois I'indétermination est levée et on a lim — =
z—0 sin(z) — In(1 + z)

Prenons un autre exemple. On souhaite déterminer, si elle existe,

e —V1+ 2z

1 )
20 cos(2x) + e2** — 2

Des DL, donnent
o' —V1+2r=uxei(z) et cos(2z)+ e —2 = zey(x)
et on est dans le méme cas que ci-dessus. Des DLy donnent
¢ — 1+ 2z =22+ 2%, (z) et cos(2z) + ¥ — 2 = 22e,()
VIt  1+te()

cos(2x) +e2* —2  go(x)
0. On ne sait cependant pas si ce dernier tend vers 0 par valeurs positives ou négatives et on
ne peut donc toujours rien conclure. Si on continue, des D L3 donnent

et donc . Le numérateur tend vers 1 et le dénominateur vers

3
® — V1422 =2 — % +2e1(z) et cos(2x) + 2 — 2 = 2Pey(a),
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e —vV1+2zx  1—%+xze(z)

et donc ce qui n’apporte rien de plus. Des DL, donnent

cos(2x) +e2* —2 zeo(T)
eux
3 7 4 8 4
e’ —V1+2z=2"— % + % +a'ey(z) et cos(2m) + ¥ —2 = % + a'es(),
T —V1+2 1—2 47 4 0% (x
et donc —. +2 S 3 S 12 1 ) Le numérateur tend toujours vers 1 et
cos(2x) + e2*° — 2 22 (5 + e2(x))

le dénominateur vers 0 mais cette fois on sait qu’il tend vers 0 en étant positif : 22 > 0 et

8 8 T—v142
3 + &2(x) tend vers 3> 0 donc est positif au voisinage de 0. Ainsi :1615)% 005(2:15) i ;2;2 :i 5=

—+00.

Ce que 'on peut tirer de ces deux exemples :

1. Tant que au numérateur ou au dénominateur il n’y a “qu’un terme de reste”, autre-
ment dit que la partie principale est nulle, on n’a pas pu tirer de conclusion.

2. Dans le 2nd exemple, le fait d’avoir augmenté 'ordre du DL au numérateur n’a rien
apporté a partir du moment ou la partie principale était non nulle (on n’a rien gagné
entre le DLy et le DL, du numérateur). Si on fait un DLy du numérateur et un DL,
du dénominateur on a

e’ —1+4 2z 1+ 2% (2)

cos(2z) +e2e® —2 g2 (3 +e2(2))

et on peut conclure de la méme fagon.

Conclusion : dans l'idéal on effectue le DL a l'ordre le plus bas possible de fagon a avoir
une partie principale non nulle (ce qui est derriere est la notion d’équivalent). Il n’y a
malheureusement pas de regle générale pour savoir a l'avance quel est cet ordre : c’est du
cas par cas et le meilleur moyen est de s’exercer pour acquérir de I'expérience !
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ANNEXE A

ALPHABET GREC

majuscule | minuscule nom majuscule | minuscule | nom
A Q alpha B 15} beta
r y gamma A ) delta
E €,€ epsilon 7 ¢ zeta
H n eta S} 0,9 theta
I L iota K K kappa
A A lambda M 1 mu
N v nu = & xi
O 0 omicron II T, W pi
P P, 0 rho by 0,S sigma
T T tau Y v upsilon
P o, phi X X chi
v (G psi Q w omega

L. Bruneau L1 MIPI, Univ. Cergy-Pontoise



96 Alphabet grec

L. Bruneau L1 MIPI, Univ. Cergy-Pontoise



ANNEXE B
NOTATIONS ET ABREVIATIONS

e a € A : I'élément a appartient a I’ensemble A.
e a ¢ A:1élément a n'appartient pas a 'ensemble A.
n

° Z, p,n € N avec p < n : somme pour k allant de p a n (k entier).

k=p
5

Exemple : Zkz =22 432 442 4 5%
. k=2
° H, p,n € N avec p < n : produit pour k allant de p a n (k entier).
k=p
5
Exemple : I_Ik2 =22 x 3% x 4% x 5%
k=2

n
e n!, n € N: factorielle n. On a n! = H k sin > 1, et par convention 0! = 1.
k=1

n
° ,p,n € Navec p < n: coefficients binomiaux. C’est le nombre de sous-ensembles

p
a p éléments dans un ensemble a n éléments :

n n!

~plln—p)

On trouve parfois la notation C?.
E(z) : la partie entiere de z. Cest le plus grand entier relatif tel que

E(z) <z < E(x)+ L

e resp. : respectivement.
ssi : si et seulement si.
i.e. : id est, qui signifie ¢’est-a-dire.
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ANNEXE C

TRIGONOMETRIE CIRCULAIRE

sin®(a )—i—cos( ()1) =1 :
tan(a) = cos(a) :1cot(a)
1+ tan®(a) = cosf(a)
1+ cot“(a) = 2 (a)
sin(—a) = —sin(a)
cos(—a) = cos(a)
tan(—a) = — tan(a)
sin(m — a) = sin(a)
cos(m — a) = — cos(a)
tan(m — a) = — tan(a)
sin(m + a) = —sin(a)
cos(m + a) = — cos(a)
tan(m + a) = tan(a)

sin(m/2 — a) = cos(a)
cos(m/2 — a) = sin(a)
tan(m/2 — a) = 1/ tan(a)
sin(7/2 + a) = cos(a)
cos(m/2 + a) = —sin(a)
tan(m/2 4+ a) = —1/tan(a)
sin(37/2 — a) = — cos(a)
cos(37/2 —a) = —sin(a)
tan(37/2 — a) = 1/ tan(a)

sin(37/2 + a) = — cos(a)

cos(3m/2 4 a) = sin(a)

tan(37/2 4+ a) = —1/tan(a)
L. Bruneau

(a4 b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)
(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)
(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
os(a —b) = C(t>s( () ;Oj<f) —Ebs)in(a) sin(b)
tan(a +b) = 1 — tan(a) tan(b)
b) = tan(a) — tan(b)
1 + tan(a) tan(b)

+sin(q) = 2sin((p + q)/2) cos((p
— sin(q) = 2sin((p

sin
sin
cos
C

tan(a —
sin(p)
sin(p)

COS

)
») |
tan(p) + tan(q) = sinlpta)

cos(p) cos(q)
tan(p) — tan(q) = %

a)sin(b) =
a) cos(b) =
) cos(b) =
tan(a)

sin(2a) = 2sin(a) cos(a) 1+ tan2(a)

=2

tan(a )

[\

= (1 + cos(
1 —cos(2a
~ 1+cos(2
~ sin(2a)
"~ 1+cos(2a)

2
1 —cos(2a)

sin(2a)

L1 MIPI, Univ. Cergy-Pontoise

—q)/2) cos((p + )/2)
0s(p) + cos(q) = 2cos((p + q)/2) cos((p — q)/2)
— cos(q) = —2sin((p + ¢)/2) sin((p — ) /2)

(1/2)(cos(a — b) — cos(a + b))
(1/2)(cos(a + b) 4 cos(a — b))
(1/2)(sin(a + b) + sin(a — b))

0s(2a) = cos’ a—sin®a = 2cos’ a—1 = 1—2sin’a



100 Trigonométrie circulaire

sin(a) =sin(b) = a=b+2kr oua =m — b+ 2kn
cos(a) = cos(b) = a =b+ 2km ou a = —b+ 2k7
tan()

ot 1—¢2 ot
142’

sin
co
ta ():>a—b—|—/€7r
a
2

:<

N———

= sin(a =11 cos(a) =

Angle | Cosinus | Sinus | Tangente

0 1 0 0
7 -1 0 0
v
- 0 1 X
2

1 3
E L V3 V3
3 2 2
T V2 V2 )
4 2 2
T V3 1 1
6 2 2 V3
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