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Exercice 1. Montrer les identités suivantes (n € N*) :
- n(n+1)
kj = —
QYo k= g

b) Zk2 )6(2n—|-1)7

C)Zkﬁg ( n+1)> -

Exercice 2. Montrer que pour tout n € N, 2™ > n.

n k
1 "
Exercice 3. Pour n € N*, montrer que H (1 + ) = M
poiet k n!

n
Rappel : sin € N*, n!l = szl X 2 X 3 X ---xXn et par convention 0! = 1.
k=1
Exercice 4. Démontrer que pour tous nombres réels a et b et pour tout entier naturel n on a

n—1
a" —b" = (a—b)(a" " +a" b+ +ab" 20" ) = (a—b) Y a" TR
k=0
En déduire que pour tout réel ¢ #1, 1+q+¢*>+---+q* = 1_1(1_";1
Exercice 5. O i " n
xercice 5. On rappelle que =
PPERCARC\ & ) = Bl — k)

a) Montrer que pour tout n € N* et pour tout k € {0,...,n— 1} on a
n—1 n—1 n
(o)« ()= ()
b) Démontrer la formule du binéme de Newton (raisonner par récurrence sur n)

wrir =35 (1) e

k=0
Exercice 6. Montrer les inégalités suivantes, pour tout z,y, z réels :

1
a) Pour z > 0, x—|—722,

b) xy <( +y>,
2
x2+y2

2 b
d) 22+ 9%+ 22 > ay + yz + 2.

c) zy <

n

Exercice 7. Soient n € N* et aq,...,a, € RT. Montrer que H (1+a;) >1+ Zal, et étudier le(s) cas

=1 1=1
d’égalité.
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Exercice 8. Dans chacun des cas, la proposition B est-elle une condition suffisante (CS), une condition
nécessaire (CN) ou une condition nécessaire et suffisante (CNS) de la proposition A?
a) A: “2?>a2"et B: “a>1"

b) A: “n impair” et B : “n? impair”

c) A: “VneN,z>n" et B: “x > 101"

d) A: “z€1,3]” et B: “ze€[1,4]

Exercice 9. En utilisant des tables de vérité, montrer que

a) (non (A ou B)) < (non A et non B),

b) (non (A et B)) < (non A ou non B),

c) (A B)s (A= B)et (B=A4)),

d) (A= B) < (non A ou B).

e) (A= B) < (non B = non A).

Exercice 10. Soit n € N, n > 2. Montrer que si 2" — 1 est premier alors n est premier.
Exercice 11. Ecrire la négation de a < b<cetcelledea=>b=c.

Exercice 12. Prendre la négation des phrases suivantes:

a) IneN,n? <n+1.

b) Va€ A, Fb € Ba <b? et a < b3+ 1.

c) Ve >0,Ja>0,Vz eR, |z — 1| <a= |22 - 1| <e.

Exercice 13. Soient f1, fs et f3 des fonctions de R dans R. Pour chacune des propriétés suivantes, écrire
sa négation et illustrer graphiquement la propriété et sa négation.
a) Vi€ {1,2,3},3a € R, fi(a)=1.

b) Ji € {1,2,3},Va € R, fi(a) =1.

c) dJa e R, Vi€ {1,2,3}, fi(a) =1.

d) Va e R, Vi € {1,2,3}, fi(a) =1.

Exercice 14. Résoudre dans R :

a) 322 + 4z + 3 = 42% — 3z + 4.

3z+4
b) Tk =7

c) x =+/2z+3.
2c+1 _ z+1
d) 3cr—4 ~ x—1°
1

1 1
e) z—1 + r—2 ~ x-3°

Exercice 15. On suppose que x € R et a € R* vérifient |« — a| < |a|. Montrer qu’alors = est non nul et de
meéme signe que a.

Exercice 16. Résoudre dans R les inéquations suivantes et représenter graphiquement ’ensemble des solu-
tions :

a) 222 — 3x +4 < 42° 4 22 + 9, f) |z +1] <0.1, k) Va2 —2r+3<az—1,
b) 22° — 52% + 32 <0, g) |z —2| > 10, D) 22 — 1| < |z — 1],
0 2x 41 <0, h) |z| < |z + 1], m) Vz —3—v2z+1<4,
31x+2 i) ||z +3| -1 <2, n) Vo —1>2—/x
7> )iz
1 1
°) -1 z’

Exercice 17. Soit z,y € R avec 1 <z <3 et —1 <y < 1. Donner des encadrements de z + y, zy, %, et %

Exercice 18. Soient z,y € R. E(z) désigne la partie entiere de z.
a) Montrer que E(z) + E(y) < E(x +y) < E(z) + E(y) + 1.
b) Montrer que E (%) + E (%) = E(z).



Exercice 19. Montrer que pour tout n € N* on a
1
— < —=< — —1).
(VAT = Vi) < g < (Vi = Vi)
1 10000

=

Exercice 20. Montrer que /2 est irrationnel.

En déduire la valeur de E ( ) (ou E(.) désigne la partie entiere).

. . 2r+5 .
Exercice 21. Soit z > 0. Montrer que est plus pres de v/5 que x ne Dest.

T +2
Exercice 22. Soient aj, az dans R et r; et o strictement positifs. Soit x,y € R tels que |z — a1| < 7y et
|y — az| < rp. Montrer que |2y — ajaz| < 717 + |ag|ry + |az|r:.
Exercice 23. Placer les symboles <=, = et <= qui conviennent entre les propositions et écrire les
contraposées des implications.
a) A: “e<0” et B: “x<0".
b) A: “lz —xo|<a” et B: “z <zo+a”.
c) A: Yz, x vérifie la propriété P” et B : “Jx, x vérifie la propriété P”.
d)A: “«CND=C"et B: “CCD".
e) A: “CuD=C"et B: “DC(C”.

Exercice 24. On consideére un nombre réel z > 0 et les deux propositions A : “Pour tout réel e strictement
positif, 0 <z < &” et B : “x =0”. Montrer que A = B.

Exercice 25. Montrer que la somme d’un rationnel et d’un irrationnel est un irrationnel.
Exercice 26. Soit a1, ...,a, des nombres positifs. Montrer que si Y., a; = 0 alors Vi a; = 0.

Exercice 27. Montrer si les phrases suivantes sont vraies ou fausses.

a)Vz e R,y e R,z < xy.

b) Vo € R,z > 1 ou 22 < 2.

c)VeeRz>1=2z2>0.

Exercice 28. Ecrire les assertions suivantes et leurs négations avec des quantificateurs (on pourra utiliser

la notation a|b pour signifier que l'entier a divise l'entier b). Dans chaque cas, dire si I’assertion est vraie ou
fausse et le justifier.

a) Tout entier naturel divisible par 6 est divisible par 3.
b) Tout entier naturel divisible par 2 et 3 est divisible par 6.
c) Tout entier naturel divisible par 2 et 14 est divisible par 28.

Exercice 29. Montrer

a) Ve > 0,3a > 0,Vr € [1,3],|z — 2| < a = |22 — 4| < e

b) Ve > 0,3a > 0,Vz € R, |z — 2| < a = [2% — 4| < e.

Exercice 30. On considere trois ensembles A, B, C. Montrer que
a) (ANB)c = A°U B°.

b) (AU B)¢ = A°nN B¢

c) AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

d) Au(BnC)=(AuB)n(AUCQC).

e) (AUBCAUCet ANBCANC)= (BCC(O).

Exercice 31. Soient A, B C FE, C,D C F, et f une application de E dans F. Montrer que
a) (AC B) = (f(4) C f(B)).

b) f(AUB) = f(A) U f(B).

c) f(ANB) C f(A)N f(B).

d) (Cc D)= (f~1(C) c f~1(D)).

e) f~H(CUD)=fHC)Uf D).
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f) f~HCND)=f"HC)n fH(D).
Exercice 32. Soit F un ensemble. Pour A une partie de F, on note 14 la fonction indicatrice (ou car-

actéristique) de ’ensemble A définie par

14:E—{0,1}, 1la(z)= { 1085113;;26{
a) On prend £ = R. Donner le graphe de 1jo 1) et 1jo 1u[2,3]-
b) Montrer que si A C B alors 14 < 1p.
¢) Montrer que 1ynp =14 -1p
d) Déterminer une relation entre 14up, 14 et 1p
e) Que peut-on dire de 14,puc ?

Exercice 33. Soit £ = {z € R,3n € N tel que 2 < z < 1}. Montrer que E =0, 1].

Exercice 34.

a) Déterminer une bijection de N dans N*.

b) Déterminer une bijection de N dans ’ensemble des entiers pairs.
c) Déterminer une bijection de N dans Z.

d) Déterminer une bijection de N dans N x N.

e) Déterminer une bijection de N dans Q.

f) Déterminer une bijection de {1 |n € N*} dans {1 |n € N*\ {1}}.
g) Déduire de I'exemple précédent une bijection de [0,1] dans [0, 1].
Exercice 35.

a) Montrer que f: R — R,x — 2z + 5 est bijective. Calculer f~1.
b) Montrer que g: R x R — R x R, (x,2") — (z + 2’, 2 — 2’) est bijective. Calculer f~1.



