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Chapitre 1 : Nombres complexes

Exercice 1.

a) Déterminer la partie réelle et la partie imaginaire de (1 + 3i)(2 — 5i).

b) Montrer que A = (1 4 2¢)(2 — 3¢)(2 + i)(3 — 2i) est réel.

c) On donne z = 3 — 2i. Déterminer les parties réelle et imaginaire de U'inverse de z.

d) Résoudre dans C les équations (1 +2i)z —3+5i =0, 22+ 3z =5, 22 + 2|z|* =3 = 0.

Exercice 2.
a) Calculer le module et un argument de 1 + iv/3, 2i(1 +i)(1 + iv/3),
b) Montrer que (—1 + ) = —32i.

—3v3—3i
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—. En déduire 2°.

\/§+z

d) Montrer que |z| =1 si et seulement si z = 1/z.

c) Calculer le module et un argument de z =

Exercice 3. Soit z; =1 +1i et 20 = /3 —i.
a) Calculer les modules et arguments de z; et z,.
b) Donner la forme algébrique et trigonométrique de z zs.

c) En déduire les valeurs exactes de cos (1”—2) et sin (1—”2)

Exercice 4.
a) Exprimer cos(26), sin(26), cos(36) et sin(60) en fonction de cosé et sin 6.
b) Linéariser cos?, sin® 0, sin® 0 et (sin?0)(cos®0).

Exercice 5.
a) Calculer les racines carrées de —7 et 8i.

b) Résoudre dans C les équations suivantes
i) 22—-22+45=0.
i) 224 (4—6i)z —5—14i = 0.

Exercice 6. (Annales 2015) On consideére les nombres z; = 2 + i2v/3 et 29 = 2 — i24/3.

a) Déterminer les racines carrées complexes de z; et de z. On les cherchera d’abord sous
forme exponentielle puis on les donnera sous forme algébrique.

b) Résoudre dans C I'équation 2% — 4z + 16 = 0.
Exercice 7. Calculer les racines sixiemes de 'unité.
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Exercice 8. Calculer les racines 4-iemes de —1 et les racines 5-iemes de

Exercice 9. Soient ¢ € R et n € N.



a) Résoudre dans C I’équation 2% — 2cos(¢)z + 1 = 0.
b) En déduire les solutions de 1'équation 22" — 2 cos(¢)2" + 1 = 0.

Exercice 10.
a) Montrer que 1'équation

22 4+ 9i2% +2(60 — 11)z — 3(4i + 12) = 0, (E)

admet une solution réelle et une solution imaginaire pur, puis résoudre (F).
b) Montrer que les points dont les affixes sont les solutions de (E) sont alignés.

Exercice 11. On note j = ¢’
a) Montrer que les racines troisieme de 'unité sont 1, j et j2.
b) Montrer que 1+ j + j2 = 0.
Soient A, B et C' trois points distincts du plan d’affixe respective a, b et c.
c—a € {ezg,e’z%}.
—a

c) Montrer que le triangle ABC' est équilatéral si et seulement si 2
d) En déduire que ABC' est équilatéral si et seulement si a, b et ¢ vérifient

a+bj+ci =0 ou a-+bj>+cj=0.

Exercice 12. Calculer le module et un argument des nombres complexes suivants :

i, 14+¢e” ey (6, a € |0,2n]).

Exercice 13. Vérifier que pour tous complexes z, 2’ on a
a) z2' + 2z’ = 2Re(27/).
b) |z| > |Re(2)| > Re(z) et |z| > |Im(z)| > Im(2).

n—1

Exercice 14. Soit w une racine n-ieme de 'unité différente de 1 et S = Z(k: + 1w

k=0
n—1

a) Calculer Zwk :
k=0

n—1
b) En déduire que S = Z kW,
k=0
c) Calculer wS et en déduire la valeur de S.

Exercice 15.
a) Résoudre dans C, 2> — 1 =0 et représenter les solutions dans le plan complexe.
On pose u = o’



b) Montrer que 1+ u + u? + u? + u* = 0.

2 4
c) Vérifier que u + u* = 2 cos (%) et u? + u® = 2cos (%) .

2
d) En déduire que cos (g) est solution de I'équation 4a? + 2z — 1 = 0, puis calculer les
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valeurs exactes de cos = et cos =

Exercice 16. Représenter dans le plan complexe les ensembles suivants :
a) Ay ={ze€C||z| = 3}.

b) Ay ={z € C| arg(z) =n/4+ 2km, k € Z}.

c) A3={z€C|z—-%z=2}.

d) Ay ={z€C|lz—1|=|z—1|}.

e) As ={z€C||z—1+2i| =3}.

Exercice 17.

a) Calculer les racines carrées de —2i, 5 — 127 et —3 + 4i.

b) Résoudre dans C l'équation 2% — (5 — 144)2? — 2(5i + 12) = 0.

Exercice 18.
a) Quels sont les nombres complexes dont le carré est égal au conjugué.

b) Déterminer les nombres complexes non nuls z tel que z, 1/z et 1 — 2 aient le méme
module.

Chapitre 2 : Polyndémes a coeflicients réels ou
complexes

Exercice 1. Soient A, B € K[X], K = R ou C. Montrer que si A divise B et B divise A
alors il existe k& € K tel que A = kB. De tels polynomes sont dits associés. Indication :
utiliser le degré.

Exercice 2. Effectuer les divisions euclidiennes de P par () suivantes.
a) P=X3+3X?4+2X —letQ=X>-X—1.

b) P=3X°+4X?+1et Q= X?>+2X + 3.

c) P=3X"+2X*—X?+1letQ=X3+X+2.

d) P=X'"—X34+ X -2et Q=X?-2X +4.

Exercice 3. Pour quelle(s) valeur(s) du parametre m € R le reste de la division euclidienne
de P=X0—mX*+ (m?+4)X?—2par Q=X —lest-il R=57



Exercice 4. Exprimer le reste de la division euclidienne d’un polynome P par X — a, puis

par (X —a)?.

Exercice 5. Soient a # b deux réels. Montrer que le reste de la division d’un polynome
P)(X — P(a)(X —b

P e R[X] par (X — a)(X —b) est R = LXK Za)+ PlA)(X D)

) . Indication : quel peut-
—a
étre le degré de ce reste?

Exercice 6.
a) Montrer que si @ divise P et si a est racine de @ alors a est racine de P.
b) Montrer que si ay, ..., a; sont des racines distinctes de P alors (X —ay) -+ (X — ag)|P.

Exercice 7. Soit n > 1. Montrer que Q = (X — 1)? divise P = nX""' — (n+ 1)X" + 1 et
déterminer le quotient de P par Q.

Exercice 8. Montrer que —1 est racine simple de P = (X — 1)* — (X + 3)%. Méme question
pour Q@ = (X — 1) — (X + 3)*" ot n € N*.

Exercice 9.

a) A quelle condition sur les parametres a,b,c € C le polynéme P = aX? + bX + ¢ a-t-il
une racine multiple dans C?

b) Méme question pour Q = X? + pX + ¢ avec p,q € C.

Exercice 10.

a) Soient A, B € K[X] et A = BQ + R la division euclidienne de A par B. Montrer que P
est un diviseur commun de A et B si et seulement si ¢’est un diviseur commun de B et R.
Application : on veut montrer que P = 36 X%+ 12X3 —11X? —2X +1 € R[X] possede deux
racines doubles et les déterminer.

b) Montrer que si a et b sont racines doubles de P alors (X — a)(X — b) divise P et P'.

c) Effectuer la division euclidienne de P par P’. En déduire que les seules valeurs possibles
de a et b sont % et —%.

d) Conclure.

. ) . X2 X"
Exercice 11. Montrer que, quelque soit n € N*, le polynome P =1+ i + o +eot
possede n racines distinctes dans C.

Exercice 12. Factoriser dans R et dans C les polynomes

X341, X*+1, X°+1, X8+X*14+1.

Exercice 13. (Annales 2015) Pour (a,b) € R?, on considere le polynéme P(X) = X* +
3X%+aX?+3X +0.

a) A quelle condition sur (a,b) le nombre —1 est-il racine du polynéme P ?
6



b) Calculer P'. Montrer que —1 est racine double de P si et seulement si a =4 et b = 1.

c¢) En déduire la factorisation en produits de facteurs irréductibles de X*+3X3+4X2+3X +1
dans C et dans R. Indication : on pourra effectuer la division euclidienne de X* + 3X3 +
4X2+3X +1par (X +1)? =X?+2X +1.

Exercice 14. Effectuer la division euclidienne de X™ + X" ! 41 par X? 4+ X + 1.
a) Pour n =2,3,4,5,6.
b) Pour n € N* quelconque.

Exercice 15. On souhaite déterminer les polynomes P tels que (X +3)P(X) = XP(X +1).
a) Montrer que si a # 0 est racine de P alors a + 1 aussi, et que si a # —2 alors a — 1 aussi.

b) En déduire les racines de P, puis P. Indication : que peut-on dire a priori sur le nombre
de racines d’un polynéme ?

Exercice 16. Soit n € N* et @ € R. Décomposer le polynéme X?" — 2cos(a)X™ + 1 en
produit de polynomes irréductibles dans C[X] puis dans R[X].

Chapitre 3 : Suites de nombres réels

Exercice 1. Ecrire & l'aide de quantificateurs les propriétés suivantes :
a) La suite u est positive a partir d’un certain rang.
b) La suite u est constante a partir d’un certain rang. Comment s’appelle une telle suite ?

c) La suite u est croissante a partir d'un certain rang.

Exercice 2. Une suite arithmétique de raison r est-elle croissante ? décroissante 7 constante ?
Meémes questions pour une suite géométrique de raison r.

Exercice 3. Soient u et v deux suites bornées et A € R. Montrer que u + v et A\u sont
bornées.

Exercice 4. Montrer qu’une suite u est majorée, respectivement minorée, si et seulement
si elle est majorée, respectivement minorée, a partir d'un certain rang.

Exercice 5. Une suite arithmétique de raison r est-elle majorée ? minorée ? bornée ? Mémes
questions pour une suite géométrique de raison r.

Exercice 6. Soient a,b € R, a # 1, et (u,), la suite définie par récurrence par la relation
Upt1 = AU, + b, i.e. une suite arithmético-géométrique. On va montrer que, pour tout n € N;

1—a"

l—a

(1)

Uy = a"ug + b x



Méthode 1.

a) Démontrer (1) en utilisant un raisonnement par récurrence.

Méthode 2.

b) Déterminer deux nombres [ et ¢ (que I'on exprimera a I’aide de a et b) tels que pour tout
noon ait U,y — [ = q(u, —1).

c) Que peut-on dire de la suite v, = u, — 7

d) Exprimer v, en fonction de n et retrouver (1).

Exercice 7. Donner un exemple de suite :
a) Croissante et majorée.

b) Ni croissante, ni décroissante.

c) Ni majorée, ni minorée.

d) Croissante, ni strictement croissante & partir d'un certain rang ni stationnaire.

Exercice 8. Ecrire la définition de “la suite u est divergente”.

3n—1 3
Exercice 9. Montrer, en utilisant la définition, que lim n = —.
n—oo 2n —+ 3 2

Exercice 10. Montrer en utilisant la définition que si, Vn € N, u,, > 0 et u,, — a, alors

a>0et Ju, = +/a.
Exercice 11. Montrer en utilisant la définition que (y/n), tend vers +oc.

Exercice 12. Montrer que si pour tout n € N u,, > 0 et si u,, — 0 alors ui — +00.

Exercice 13. Etudier la convergence des suites de termes généraux suivantes.

n sin?n — cos®n 14+n
11
2 g ) (45"
2 m) :
n®+1 E”ff ) 2n + 1
n .. cos(nf n+1
) Ei1 ) —— n) (~1)"

. —n n
d) vn—1 j) ne™™, . ([ 2nm
V41 on _ gntl 0) sin [ —
e)n—vn:—n k) 52n n <n7r>

f) vV/n(n+1) —n, P) §sin 2

2
Exercice 14. Pour tout n € N*, on pose
1 1 1

Up=—F ——=F+ +———.
n o4Vl n+/n
Montrer que la suite u est convergente et calculer sa limite. (Indication : trouver un enca-
drement et utiliser le théoreme des gendarmes.)
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Exercice 15. Soient ug et vg deux réels tels que ug < vg. On définit les suites u et v par

Uy, + U U, + 20
" et v = ———. Montrer que, pour tout n € N, 1, < Upi1 < Vpy1 < Up.

Un41 =
En déduire que ces deux suites convergent et ont la méme limite.

Exercice 16. Soient a et b les suites définies par 0 < ag < by, et pour tout n € N par
Qpr1 = Vapb, et by = %

a) Montrer que pour tout n € Non a 0 < a, < b,.

b) Montrer que a est croissante et b est décroissante.

c) En déduire que les suites a et b convergent.

d) Montrer que les suites a et b ont méme limite.

Exercice 17. Soient ug et vg deux nombres tels que 0 < ug < vg. On définit les suites u et
U, Uy, Up + Un

et v =
Up + Up
a) Montrer que pour tout n € N on a 0 < u,, < v,. On pourra raisonner par récurrence.

U par Upqi = pour tout n € N.

b) Montrer que la suite u est croissante et que la suite v est décroissante.
c) En déduire que les suites u et v convergent. On note ¢ la limite de u et ¢’ celle de wv.
d) Montrer que ¢ = ¢'.
e) Montrer que la suite (u,v, ), est constante. En déduire la valeur de ¢ en fonction de ug et vy.
f) On prend ug = 1 et vy = 2.
i) Calculer vy, uy, vo puis us sous forme de fractions irréductibles. Que vaut ve — uy ?
i1) En déduire une valeur approchée de V2 4 1072 pres. Justifier votre réponse.

Exercice 18. Pour chacun des ensembles suivants : dire s’il admet une borne supérieure,
une borne inférieure, un plus grand élément, un plus petit élément, et si oui les donner.

a) A=]-1,1]. c) C'=16,22[U{2} U[100, +oo[. €) E = {sin (L), = €]0,x[}.
b) B = [-1,0]U]1,2]. d) D = {sin(z), = €]0,7[}. f) F={(-1)"+2%, neN}

Exercice 19. Si A et B sont deux parties de R, on définit A+ B={a+0b|la € A, b e B}.
a) Soient A = [0,1] et B = {1}. Déterminer AU B et A+ B.

b) On suppose que A et B admettent chacun un plus grand élément. Montrer que A + B
admet un plus grand élément et que max(A + B) = max A + max B.

On suppose que A et B sont majorées.

c) Montrer que AU B et A + B sont majorées.

d) Montrer que sup(A + B) < sup A + sup B puis que sup(A + B) = sup A + sup B.

e) Déterminer sup(A U B).

f) Montrer que sup{sin(z) + cos(z) | € R} # sup{sin(z) |z € R} + sup{cos(z) | z € R}.

1
Exercice 20. Soit A = {ﬂ ‘ n e N*}.

n



. , , . 1l+cosn .
a) Montrer que la suite de terme général ———— converge et donner sa limite ?
n

b) Montrer que A admet un maximum.

c) Calculer inf A. A admet-il un minimum ?

Exercice 21. Pour chacune des affirmations suivantes dire si elle est vraie ou fausse. (Jus-
tifier la réponse.)

a) Si pour tout p € N, uy, est positif et ug,;;1 est négatif, alors la suite v diverge.

b) Si lim nu, =1 alors la suite u converge.
n—+o00

c) Si la suite (nu,), est bornée alors la suite u converge.

d) Si u est croissante, alors u tend vers +o0.

e) Une suite non majorée tend vers +oo.

f) Siu, — % alors la suite u est positive partir d’'un certain rang.

g) Toute suite monotone est convergente.

h) Toute suite croissante et majorée est bornée.

i) Si la suite u est décroissante et ¥n € N u,, > 0, alors u,, — 0.

j) Une suite a termes positifs qui converge vers 0 est décroissante a partir d’un certain rang,.
k) Sivn €N, u, <wv, et v, — 0 alors u, — 0.

1) Si la suite u,, — [ alors u,.; — u, — 0.

m) Si la suite (|u,|), converge alors la suite (u,,), converge.

n) Si les suites u et v divergent alors la suite u + v diverge.

0) Si les suites u et v divergent alors la suite uv diverge.

p) Si la suite u converge et la suite v diverge alors la suite u 4 v diverge.

q) Si la suite u converge et la suite v diverge alors la suite uv diverge.

r) Pour toute suite v, si u,, — 0 alors u,v, — 0.

s) Si u,v, — 0 alors soit u, — 0 soit v, — 0. (Indication : considérer 'exemple u, =
I+ (=)™ v, =1—(=1)")

t) Siu, = letVneN, u, >0alors > 0.

u) On ne modifie pas le fait qu’une suite converge (ou non) en modifiant un nombre fini de
ses termes.

v) Une suite convergente dont tous les termes sont des entiers est constante a partir d'un
certain rang.

Exercice 22. Représenter graphiquement chacune des suites définies par récurrence ci-
dessous a l'aide de la toile d’araignée.

a)UozoetunH:l—f—u%. c) ug=1et uyr1 =u, + 1.
2u, +1 2
b) ug =0 et Un+1:T- d) up=-1,1,4et un+1=un—%.
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Exercice 23. On considere la fonction f définie sur [0, +oo[ par f(x) =2 — x%l L’objectif
est d’étudier le comportement de la suite (u,)nen définie par u,11 = f(u,), n € N, et ol
up € [0, +o00[ est donné.

a) Etudier rapidement la fonction f et tracer son graphe.

b) Déterminer les points fixes de f.

c) Représenter a I’aide d'une toile d’araignée les 4 premiers termes de la suite pour les valeurs
de ug suivantes : 1/4, 1/2, 2 et 5. Conjecturer le comportement de la suite (uy,),.
d) Etudier précisément la suite (u,), dans les cas up = 0 et ug = 1.
e) On suppose ici que ug €10, 1].

i) Montrer par récurrence que, pour tout n € N, u,, €10, 1].

ii) Montrer par récurrence que la suite (u,), est croissante.

iii) En déduire que la suite converge et déterminer sa limite.
f) On suppose finalement que ug > 1.

i) Montrer par récurrence que, pour tout n € N, u,, > 1.

ii) Montrer par récurrence que la suite (u,), est décroissante.

iii) En déduire que la suite converge et déterminer sa limite.

Exercice 24. On s’intéresse a 1’évolution d’'une population soumise a un certain mode de

500u?
¢dation. Celle-ci est donné la suite (uy,)nen défini >0et upy = ———.
prédation. Celle-ci est donnée par la suite (uy,)nen définie par ug o Unt1 = Jooon a2
50022
On notera f la fonction f(z) = Wi—x?

a) Vérifier que, pour tout n € N, u,, > 0. Comment peut-on interpréter ce résultat ?

b) Déterminer les points fixes de f.

c) Montrer que f(z) > x si et seulement si x € ]100,400].

d) Etudier rapidement la fonction f et tracer son graphe.

e) A Tlaide d’une toile d’araignée conjecturer le comportement limite de la suite () selon
les valeurs de uy. (On distinguera selon la valeur de wuy par rapport a 100 et 400.)

On souhaite maintenant démontrer le résultat conjecturé a la question précédente.

f) Etudier les cas up = 100 et ug = 400.

g) On suppose que uy < 100. Montrer que la suite (u,,), est décroissante (on pourra utiliser
la question c)), puis qu’elle converge. Quelle est sa limite ?
h) On suppose que uq € 100, 400].

i) Montrer par récurrence que, pour tout n € N, u,, €100, 400].

ii) En déduire que la suite (u,,), est croissante, puis qu’elle converge. Quelle est sa limite 7
i) On suppose enfin que ug > 400.

i) Montrer par récurrence que, pour tout n € N, u, > 400.

ii) En déduire que la suite (u,), est décroissante, puis qu’elle converge. Quelle est sa

limite ?

11



Exercice 25. Soit (u,)nen la suite définie par récurrence par

1
U/O:l, un+1:1+_.
Uy,
a) Montrer par récurrence que pour tout n € Non a 1 < u, < 2.
b) Déterminer f: R% — R telle que u,41 = f(uy). Etudier f et tracer son graphe.
c) Montrer que f ne posseéde qu'un seul point fixe ¢ que 'on déterminera.

d) Représenter graphiquement la suite u a 'aide de la toile d’araignée.

—x
e) Montrer que pour tous z,y > 0 on a f(y) — f(x) = ya:y , et en déduire que pour tout
2
1++5

f) En déduire que u,, — /.

neNona |u — ¥ < [, — .

Exercice 26. (Annales 2015) On souhaite étudier, en fonction des valeurs de ug, la suite
définie par récurrence

ol exp désigne la fonction exponentielle.
1. Etude d’une fonction.

a) Donner la fonction f définie sur [0, +o0 telle que u,41 = f(u,), et vérifier que pour tout
n € Nonawu, > 0.

b) Montrer que la fonction f possede exactement deux points fixes que 'on déterminera.
c) Etudier rapidement la fonction f (dérivée, sens de variation, limite en +00) et tracer son
graphe.
d) Représenter a 1'aide d’une toile d’araignée les termes wug, u1, us et ug pour chacune des
valeurs de ug suivantes : 1, 2, 4, 5 et 8.
2. Etude de la suite (u,), lorsque 0 < ug < 4.
a) Etudier la suite (u,), lorsque uy = 0 et lorsque uy = 2.
b) On suppose dans ce qui suit que ug # 0 et uy # 2.
i) Justifier que pour tout n € Non a 0 < u, < 4.
i1) Montrer que si 0 < up < 2 la suite est strictement croissante, et que si 2 < uy < 4
la suite est strictement décroissante. Indication : quel est le sens de variation de la
fonction f sur [0,4].
i11) En déduire que pour tout ug la suite converge et déterminer sa limite.
3. Etude de la suite (u,), lorsque ug > 4.
a) Montrer que 0 < uy < 4.
b) En utilisant les résultats de la question 2. déterminer le comportement de la suite (uy)n
lorsque n tend vers l'infini.

Exercice 27. Etudier les suites définies par récurrence suivantes.
12



a) Upiy = u2 +2,up €R.
b) upi1 = V1 + uy, ug = 0.

C) Upypq = sinuy,, up € R. On rappelle que pour tout z € R on a |sin(x)| < |x].

d) Up4+1 = % (Un—FL), ug > 0.

Un

Exercice 28. Pour chacune des suites définies par récurrence suivantes, exprimer u, en
fonction de n.

a) ug =1, uy =5, Upso = 3Upr1 + 4uy.
b) up =1, uy = 3, Upyo = 4ty — duy,.
c) up=1,u1 =1, Upso = —Ups1 — Up.

Exercice 29. On considere les suites (up)nen €t (v, )neny définies par récurrence par ug =

vg=1cet { Upy1 = 3up + 20y,
Uptl = Uy + 20,.
Méthode 1.

a) Déterminer deux réels a et b tels que v, 19 = av,41 + bv, pour tout n € N.
b) En déduire I'expression de v,, en fonction de n, puis celle de w,.

Méthode 2. Pour tout n € N on pose X,, = (Z"

c) Montrer qu’il existe une matrice A € Ms(R) telle que pour tout n on ait X,,+1 = AX,,.
d) Montrer par récurrence que pour tout n on a X,, = A" Xj.

. 1 2
e) Soit P = (_1 1
f) Calculer (P~'AP)" de deux fagons différentes. Déterminer A™.

g) Exprimer u, et v, on fonction de n.

). Justifier que P est inversible puis calculer P~! et P~1AP.

Exercice 30. Montrer que si une suite u a ses deux suites extraites (ug,), et (U2n41)n qui
convergent et ont la méme limite [ alors la suite v converge vers (.

Exercice 31. Soit (u,), une suite telle que les suites extraites (ug,)n, (Uzni1)n €t (Usp)n
convergent. Montrer que (u,), converge. (Indication : faire intervenir les suites extraites

(an)n et (u6n+3)n-)

n

x
Exercice 32. Soit x € R fixé, I'objectif de cet exercice est de montrer que lim -~ = 0. On

n

note u, = —.
n!

Un+1

a) Montrer que, si z # 0, lim = 0. Pourquoi a-t-on supposé x # 07

n—oo u’l’b
b) En déduire que, quelque soit z € R, il existe ny € N tel que pour tout n > ny on a

|un+1| S §|U’n|
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no
c) Montrer que pour tout n > ng on a |u,| < ——|uy,]|.

2n
d) Conclure.
Exercice 33. Soit x € R fixé. On considere la suite v de terme général u,, = =k On va
k=0
montrer que u converge.
a) On suppose dans cette question que x > 0.
i) Montrer que la suite u est croissante.
no—1 xk n l‘k
ii) En écrivant u, comme u, = Z o + Z o (pour m > ng) et en utilisant le ¢) de
k=0 k=ng
1 n—no+1
I’Exercice 32, montrer que pour tout n > ng on a t, < Up, + 2y, | 1 — <§> .

En déduire que la suite u est majorée.
iii) Conclure.
b) On suppose cette fois que x < 0. On note v,, = ug, et w, = Ug,11.
i) Montrer que la suite v est décroissante & partir d’un certain rang.
ii) Montrer que la suite w est croissante a partir d’un certain rang.
iii) Montrer que les suites v et w convergent vers une méme limite.
iv) Conclure (on pourra utiliser I’Exercice 30).

N.B. on a lim u,, = €”.
n—oo

Exercice 34. Soit a,, une suite de réels positifs telle que :
VmeN, VneN, anin < ap+ an.

a) Soit p € N*, montrer par récurrence que pour tout n € N, a,, < na,.
On rappelle que pour deux entiers naturels non nuls n et p quelconques, il existe deux entiers
naturels g et r telsquen =pg+ret 0 <r <p-—1.

b) Montrer que
VneN VpeN', 3JgeN, FIre{0,....p—1}, a,<qa,+a,.

c) En déduire que

VneN, VpeN, Frefo,..p-1}, =<y
mn P n

et donc que
max{ag, . ..,ap-1}

a a

VneN*, VpeN, <Py

n P n

d) Justifier que 'ensemble {2 | k € N*} admet une borne inférieure qu’on notera .
Dans les deux questions qui suivent, € désigne un réel strictement positif fixé.
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a
e) Montrer qu'il existe p € N* tel que = < \ + 5
p

f) En déduire que, pour ce p, on a

max{ag, ..., a1}

VneN, r<®oayig
n 2 n

g) Montrer que lim n _

n—+oo N

Exercice 35. Soit (u,), une suite convergente vers [. Pour tout n € N, on pose v, =
n+r1 >0 Up (v est la moyenne de Césaro de u). Montrer que la suite v converge vers [.
Indications : traduire la convergence de la suite w, vers [ : “Ve > 0,dng € N...”  puis
découper la somme qui définit v,, avec I'entier ng introduit dans la définition en deux sommes
et enfin étudier la limite de chacune des 2 sommes.

Exercice 36. Soit A C R. On rappelle que A est dense dans R si pour tous z, y dans R
avec xr < y il existe a € A tel que x < a < y. Montrer qu'un ensemble A est dense si et
seulement si tout élément de R est la limite d’'une suite d’éléments de A, c’est-a-dire pour
tout = € R il existe une suite (a,), € AN telle que a,, — x.

Chapitre 4 : Séries numériques

Exercice 1. Pour chacune des séries numériques suivantes, calculer les sommes partielles,
en déduire la convergence des séries et calculer leur somme.

2 2 n+3
a)z5—n. b) > WD) c)nZlen(n+1).

n>0 n>2015

Exercice 2. Soit ¢ € R. Calculer la somme partielle d’indice n de la série de terme général
q", n > 0. En déduire que cette série converge si et seulement si |¢| < 1. Dans ce cas calculer
sa somme ainsi que le reste d’indice n.

"~k
Exercice 3. On pose S,, = Z 3
k=0
1 n+1 j _1
Mont =S, = —
a) Montrer que 3 ; oY

b) En déduire la valeur de S,, — %Sn.

. , k
c) En déduire que la série g 35 converge et calculer sa somme.

Exercice 4. Donner I’'exemple d’une suite (u,), qui tend vers 0 et telle que la série > u,
diverge.
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Exercice 5. On considere les suites de terme général u, = —, v, = —— + —, =—+
n n o n

et x, = ——.
n
a) Montrer que u,, ~ w, et que v, ~ x,.

b) Montrer que les suites de terme général u,, + v, et w, + z, ne sont pas équivalentes.

Exercice 6. Déterminer la nature des séries de terme général suivant en comparant celui-ci

I .
a — ou a € R est a préciser.

n
1 n® +n?+ 2 n® + 2
.= L od)d, = h= e
a) a (2n+3)(n+7) ) 1+ n? 8) 9 n? —2n
34+ (=1 vVn+1—+/n n? 4+ ncosn
- 7 =Y h) h,=———-—.
b) b n e) en n ) n+ 192
1 1
C)Cn: Ltn f)fn:i~ i)in nr

n?(n+Inn)’ T 2n(n2+ 1)

Exercice 7. Déterminer les valeurs des parametres réels a et [ pour lesquels la série
(0%

n
Z 7 converge.

Exercice 8 (Séries de Bertrand). Soient « et 5 deux réels. On cherche a étudier la nature

de la série g Uy, OU Uy =

noeln®n’

: I+« "
a) Si a > 1, en posant v = 5 et en comparant u, et v, = — montrer que la série
n
> u, converge.
. I+ a .
b) Si a < 1, en posant v = 5 et en comparant u, et v, = — montrer que la série
n

> u, diverge.
dz. En déduire

1 o
c) Si =1 et =1 montrer que pour tout n > 2 on a 2/
nlnn n Tlnz

d) Si o =1et <1, montrer que la série Y u, diverge.

que la série > u, diverge.

"1
e) Sia=1et 3> 1, montrer que pour tout n > 3 on a < / dx. En déduire

bn = J,1zln’zx

nln
que la série > u, converge.

N.B. : Pourquoi a-t-on supposé n > 2 et n > 3 dans les questions c) et e) ?

Exercice 9. Déterminer la nature des séries de terme général suivant.
2

1\" 1 1
a) a, =e ( n) c) ¢, =sin <n) e) e, = cos (n)
n*+n+1 1\ 1
b) b, =In (712——71—!—1) d) d, = (5) ) f) fn=1—cos E)
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