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Mathématiques: algebre linéaire de Cergy-Pontoise

TD n°l : Espaces et sous-espaces vectoriels (s.e.v.), Bases.

Dans toute la feuille, la lettre K signifiera R ou C. On voudra dire par la que I'exercice peut
se faire de fagon indifférente selon qu’on considere un R-espace vectoriel ou un C-espace
vectoriel.

Exercice 1. Pour chacun des sous-ensembles de R? suivants, dire c’est un sous-espace vec-
toriel de R3.

a) E1 = {(ZEl,(L’Q,Ig) - R3|ZE1 = 0} d) E4 = {(ZEhl’Q,fL’g) c R3|x2 = ZE%}
b) Ey = {(z1, 79, 73) € R®| 2y > 0}. e) Es = {(z1, 79, 23) € R®| 2115 = 0}.
C) E3 = {(%1,$2,$3) c R3|$1 + 31’2 = 133}. f) E6 = {(Ihl’z,l’g) - R3’I1 — T 2 I‘g}.

Exercice 2. Dans chacun des cas suivants, dire si le sous-ensemble F' est un s.e.v. de
I’espace vectoriel E.

a) E=R[X] et F={P e R[X]|d°P = 2}. c) E=C°R) et F={fecC'R)|f(1)=2}.
b) E=R[X] et F ={P € R[X]||d°P < n}. d) E=C'R)et F={feC'(R)|f = f}

Exercice 3. Soient E un K-espace vectoriel et F}, Fy deux s.e.v. de FE.
a) Montrer que F; N F, est un s.e.v. de E.

b) Montrer a I’aide d’un contre-exemple qu’en général Fy U Fy n’est pas un s.e.v. de E. (On
pourra prendre E = R?.)

c) Montrer que Fy U Fy est un s.e.v. de E si et seulement si (F} C Fy ou Fy C FY).

Exercice 4. Soit I/ = R3.
a) Est-ce que le vecteur (2, 1,2) appartient au s.e.v. engendré par les vecteurs

(1,2,1), (—1,0,3) et (2,2,4).

b) Soient les vecteurs vy = (4,4,2), vs = (3,2,3) et w = (3,10, ). Pour quelle(s) valeur(s)
de h € R le vecteur w appartient-il au s.e.v. engendré par vy et vy?

Exercice 5. Soit F le s.e.v. de C? engendré par v; = (1,0,1) et vo = (1 +1,1,—1). Montrer
que (1,1,0) et (1,i,1 +1i) appartiennent a F.

Exercice 6. Soit F l'espace vectoriel réel des fonctions de R dans R. Notons E, le sous-
ensemble des fonctions paires et F; le sous-ensemble des fonctions impaires.

a) Montrer que E, et E; sont des s.e.v. de E.
b) Montrer que E, et E; sont en somme directe.
c) Montrer que E, ® E; = E.



Exercice 7. Déterminer si les phrases suivantes sont vraies ou fausse. Si elles sont vraies,
donnez une démonstration, sinon un contre-exemple.

a) Une sous-famille d’une famille libre est libre.

b) Une sous-famille d'une famille liée est liée.

c¢) Une famille contenant une famille libre est libre.
d) Une famille contenant une famille liée est liée.
e) Une famille contenant 0 est liée.

Exercice 8.

a) Les vecteurs v; = (1,0,—1), v = (—1,3,7) et v3 = (3,—2,—2) engendrent-ils R3?
Justifiez.

b) Les vecteurs v; = (1,0, —1,0), vy = (0,1,0,—1), et v3 = (1,0,0, —1) engendrent-ils R*?
Pourquoi?

Exercice 9. Dans chacun des cas suivants, dire si les vecteurs donnés sont linéairement
indépendants et donner une base du s.e.v. engendré par ces vecteurs.

a) vy = (1,0,1), vy = (0,2,2), v3 = (3,7,1) dans R?.

b) v = (1,0,0), vy = (0,1,1), vy = (1,1,1) dans R®.

c) vy =(3,2,1), v ( 1,1 2) =(1,1,0) dans ]R3

d) v; = (3,-2,0, 1) = (—6,4, o —2), v = (2,1,1,1), v = (—1,3,1,0) dans R*.
e) vy = (1,2,1,2,1), v, = (2,1,2,1,2), v3 = (1,0,1,1,0), v4s = (0,1,0,0,1) dans R®.

Exercice 10.
a) Trouver une famille génératrice pour le s.e.v. de R* défini par les équations suivantes:

r1 + 3x9 + 23 =0
ry + To + T3 + X4 = 0
Ty — x4 = 0

b) Méme question pour le s.e.v. de R* défini par:

ry — 22?2 + r3 —+ 2.734 =0
Ty + x93 — w3 + x4 = 0
Ty + Txys — drs — x4 = 0
c) Méme question pour les s.e.v. de R® définis par:
2v1 — 3x9 — Tx3 + bry + 225 = 0
r1 — 229 — 4dx3 + 34 + x5 = 0
221 — 4x3 + 224 + x5 = 0
r1 — 9xy — Txrz + 624 + 225 = 0
et
2%1 + x4 + Ty = 0
il + T2 + Ty — Ty — Ty = 0
21’1 — XT9 + 41’3 — Xy = 0

Exercice 11. Soit F un K-espace vectoriel et {vy,vs,v3} une famille libre de E. Montrer
que la famille {v; + vo, v9 + v3,v3 + v } est libre.



Exercice 12. Soit E le R-ev des fonctions continues de R dans R. Montrer que la famille
(f\)rer, OU f 2z — e’ est libre dans E.

Exercice 13. Soit (vy,...,v,) une famille libre d'un K-espace vectoriel E. Montrer que
(v,v1,...,v,) est libre si et seulement si v ¢ Vect(vy,...v,)

Exercice 14. Soit F = Ry[X] :={P € R[X]|d°P < 2}.
a) Montrer que les vecteurs (polynomes) Py(X) =1, Pi(X) = X + 1 et P(X) = (X + 1)?
forment une base de E.

b) Etant donné P € E, exprimer ses coordonnées dans cette base en fonction de P(—1),
P'(—1) et P"(-1).

Exercice 15. Dans R?, on considere les vecteurs suivants: vy = (1,2,3,4), v, = (1,1,1,3),
vy = (0,1,2,2), vy = (1,0,—1,2) et v5 = (2,3,0,1). On définit F' = Vect(vy,vq,v3) et
G = Vect(vy, v5). Déterminer une base de chacun des espaces F', G, FNG et F+ G.

Exercice 16. Dans l'espace R5[X| = {P € R[X]|d°P < 5}, on définit les sous-espaces :
Ey ={P € R;[X][ P(0) = 0}
Ey ={P € R;[X]| P'(1) = 0}
B3 = {P € Ry[X]| X% + 1 divise P}
Ey={P € R;[X]|P est pair}
Es = {P € Rs[X]| P(X) = XP/(X)}

Déterminer des bases des sous-espaces vectoriels Fy, F», Es, E4, F5, E1 N Ey, E1 N Ej3,
ElﬂEngg et ElﬂEgﬂEgﬂE4.
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Rappel: Si F est un espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit
que F' et G sont supplémentaires dans E lorsque F NG = {0} et E = F + G, autrement dit
siE=F®d.

Exercice 17. On considere dans R3 F = Vect{(1,1,1),(1,1,—1)} et G = Vect{(0,1,—1)}.
Montrer que R3 = F & G.

Exercice 18. On considere les vecteurs de R* suivants: v; = (1,1,0,0), vo = (0,1,1,0),
vy = (1,1,0,1), vy = (1,0,0,0) et v5 = (1,1,1,1) des vecteurs de R*. On définit F =
Vect{ey,e2}, G = Vect{es,es} et G' = Vect{es,eq,e5}. Montrer que £ = F & G mais que
E#Faod.

Exercice 19. On considere les vecteurs v; = (1,0,0,1), v, = (0,0,1,0), v3 = (0,1,0,0),
vs = (0,0,0,1) et vs = (0,1,0,1) dans R*.

a) Vect{vy, vy} et Vect{vs} sont-ils supplémentaires dans R*?

b) Méme question pour Vect{vy,vs,vs} et Vect{vy, vs}.

Exercice 20. Trouver un supplémentaire dans R* du s.e.v. F = {(x,y,2,t) e R* |z +y —
z+t=0}.



Exercice 21. Soit E I'espace vectoriel des fonctions de classe C! sur I'intervalle [—1,1]. On
considere ’ensemble F' des fonctions f € E qui vérifient

4> 0, Vo € [-1,1], |f(x)] < Ala].
a) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel.

b) Montrer que f € F si et seulement si f(0) = 0 (indication: on pourra utiliser I'inégalité
des accroissements finis). En déduire un supplémentaire de F' dans E.



