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Mathématiques: algebre linéaire de Cergy-Pontoise
TD n°3 : Matrices inversibles. Changements de bases.

01 1 -1
. . . 10 -1 1
Exercice 1. Soit la matrice A = 10 1 —1
01 -1 -1
a) Montrer que A est inversible.
y + z — t = 1,
: i -1 sdui ; N -z + t = 2
b) Déterminer A~ et en déduire la solution du systeme Lo o 4 = 3
+y -z — t = 4
10 1 -1
. R . ‘o . 01 0
Exercice 2. Méme exercice que le précédent avec la matrice A = 10 -1 1 et le
11 -1 —1
T + z — t = 1,
N Yy + t = 2,
systeme s+t = 3
r +y - z — t =4

Exercice 3. Soit £ un R-ev de dimension 3 et 5 = (e;, €2, e3) une base de E. Pour m € R, on
considere I’endomorphisme f de £ donné par

fler) = e1+ 2es 4+ (m +2)es

f(eg) = —e1 + (m — 4)62 - 463

fles) = (m —2)e; — 2e5 — e

a) Ecrire la matrice de f dans la base B.
b) Pour quelles valeurs de m € R I’application f est-elle bijective ? Dans ce cas, déterminer f .
¢) Pour quelles valeurs de m les s.e.v. Ker(f) et Im(f) sont-ils supplémentaires dans E?

d) Montrer que (e1,e1 + e2,e1 + €2 + e3) est une base de FE. Ecrire la matrice de f dans cette
nouvelle base.

Exercice 4. Soit £/ un R-ev de dimension 3 et B = (ey, €3, €3) une base de F. On considere les

vecteurs
v = 261 + 362 + 563, Vg = €9 + 263, V3 = €1
w1:61+62+63, w2:61+€2—63, w3:261+62+263.

a) Montrer que B, = (v, v, v3) et B, = (wy, we, w3) sont deux bases de F.



b) Soit f : E — E I’application linéaire telle que f(v;) = w; pour i = 1,2, 3. Quelle est la matrice
Mg, 5, (f) de f relativement aux bases B, et B,,.

¢) Donner les matrices de passage Mp_,5, et Mpg_,z,, -

d) En déduire la matrice Mpg(f) de f relativement a la base B3 puis I’image du vecteur xie; +
Toeo + w3es par f.

Exercice 5. On définit I’endomorphisme f : R? — R? par
1
f(l’l, Zlfg) = (4271 — 21’27 —51‘1 + 41‘2)

a) Déterminer la matrice A de f dans la base canonique B de R?.

b) On considere les vecteurs v; = (2,1) et v, = (2, —1). Montrer que ces vecteurs forment une
base de R?.

¢) Déterminer la matrice B de f dans cette nouvelle base.
d) Calculer B™ et en déduire A™.

Exercice 6. Soit f : R® — R? défini par
f(z1, 29, 23) = (b1 + 3o + 33, 1 + 3T — 3, 271 + 229 + 623).
a) Déterminer la matrice A, de f dans la base canonique B de R3.
b) Soient les vecteurs v; = (1,—1,0), v = (0,1,—1) et v3 = (1,0,1). Montrer que B’ =
(v1,v2, v3) est une base de R,
¢) Donner la matrice de passage P de la base BB a la base BB’ et calculer P!,

d) Déterminer la matrice A’, de f dans la base I3’ en utilisant deux methodes differentes.
e) Calculer A™ et en déduire A™.

Exercice 7. Soient les suites (x,,)nen €t (Yn)nen définies par zo = 2, yo = 4 et par la relation de

récurrence
{ Tpt1 = 4xn — Yn,

Ynt1 = _xn+4yn

Tn

a) Pour tout n € N, on pose X, = < ) Exprimer X,,,; en fonction de X,, sous forme

n
X1 = AX,, ou A est une matrice a déterminer. Montrer par récurrence que pour tout 7 on a

Xn = AnXO
b) Soit f I’endomorphisme de R? qui admet A pour matrice dans la base canonique B. Donner la

matrice A’ de f dans la base B’ = (v, v9) ot v; = (i), et vy = <_i) de R?.

¢) Calculer A et en déduire A", puis x,, et y,, en fonction de n.



