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TD n°2: Continuité

Exercice 1. Déterminer et représenter graphiquement le domaine de définition des fonctions:

1
w(25), IR A ().
T —y y— /T e +y 1

sin x
Tty

Exercice 2. Soient les fonctions définies sur (R*.)? par f(z,y) = et g(z,y) = «¥. Comparer

li li , N [ li ; ] et li ,4). De méme avec la fonction g.
lim [ylg})f(x y)} lim | li f () (x,y)L%o,o)f(I y). De méme av, nction g
Exercice 3. Soit f(z,y) = ;2.

a) Quel est le domaine de définition de cette fonction?

b) Soit f; la restriction de f & la droite d’équation y = 2x. Quelle est la limite de f; en (0,0)?

c) Soit f3 la restriction de f & la parabole d’équation y = = + 2, quelle est la limite de f> en (0,0)?
d) Que peut-on en conclure quant & la limite de f en (0,0)?

Exercice 4 (Examen 05). Etudier la continuité des applications suivantes sur R2:

w2y .
fz,y) = [CERTE si (z,y) #(0,0), et f(0,0)=0,
w2y? .
g(xvy) = m S1 (‘Tuy) 7& (070)7 et 9(070) =0.
Exercice 5. Etudier la continuité des applications suivantes sur R?:
2 P
flay) = — el (z,y) #(0,0), et f(0,0)=0;
sin(zy .
glz,y) = (xz—iigﬁ))é si (z,y) #(0,0), et ¢(0,0) =0;
2 +y?
h(z,y) = si z#y, et h(z,z)=0.
r—=y
2
Exercice 6. Soient f et g les deux fonctions définies par f(z,y) = % et g(z,y) = z¥ + y*.

=ty
a) Quelles sont les domaines de définition de f et g?

b) Montrer que pour tout 6 € [0, 27] fixé, lin% f(rcosé,rsind) = 0.
r—

¢) Montrer un résultat similaire pour g. (Préciser pour quels 6.)

d) Montrer que pourtant f et g n’ont pas de limite en 0.

Exercice 7. Déterminer ’ensemble de continuité des fonctions suivantes:

2) si y#0 et f(z,0) =1,

T
02

f(z,y) = tanh (y

glay)=e""Y si a?<y et glay)=1 si 2®>y.

T+ (x+y)z

. . e - y - .
Exercice 8. Soient f, g définies par f(z,y) = P et g(x,y,2) = oL Donner leurs domaines

de définition. Etudier les limites de f en (2, —2) et de g en (2, —2,0).



Exercice 9 (Partiel 02). Montrer la continuité de la fonction f définie sur R? par
LY

o) = T ey = o0 7 00 e FO0=0

Exercice 10. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. Montrer que

Va,ye B, |llzll =yl < llz -yl
En déduire que I'application z — ||z|| est continue.

Exercice 11. Soient E, F' deux espaces vectoriels normés, soit f une application de F dans F. Montrer
que f est continue sur E si et seulement si 'image réciproque d'un fermé de F' est toujours un fermé de E.

Exercice 12 (Examen 2e session 06). Pour ¢ € N*, on considére la fonction réelle f : R> — R définie par

2yl
flz,y) = m

Pour quelles valeurs de ¢ la fonction f est-elle continue sur R2?

Exercice 13 (Partiel 95). Soit a € R, et soit f : R? — R définie par

flx,y) =

si (x,y) #(0,0), et f(0,0)=0.

ay(2® —y°)
(22 +42)"
Quelles sont les valeurs possibles de a si on impose f continue sur R??

Exercice 14. Soient E C Ret f: E — R.

a) Ecrire & I’aide de quantificateurs que f n’est pas uniformément continue sur E.

si (z,y) #(0,0) et f(0,0)=0.

b) Si (z,,)nen est une suite convergente de E, et §'il existe £ > 0 tel que Vn € N, f(xn41) — f(zn) > ¢, est
ce que f est uniformément continue sur E?

¢) Montrer que si F est borné et f(FE) est non bornée, f n’est pas uniformément continue sur E.
Exercice 15. Les fonctions suivantes sont-elles uniformément continues sur 10, 1]7?

. . 1 sin x
sinx, sin| — |, tanz, .
T T

Exercice 16 (Examen 06). Soit (F,d) un espace métrique: a savoir, E est un ensemble quelconque, et d :
E x E — R* est une application qui vérifie que pour tous z,y,2 € E, d(z,y) =0 < x =y, d(z,y) = d(y, ),
et I'inégalité triangulaire d(z, z) < d(z,y) + d(y, z). Etant donnée (), une suite de points de E, on dit que
(25 )n converge vers un point z de F si

Ve>0, 3N eN /Vn> N, d(zy,,z) <e.

Par ailleurs, si (X,dx) et (Y,dy) sont deux espaces métriques, et si f : X — Y est une application de X
dans Y, on dit que f est continue en un point a de X si

Ve >0, In>0/Vzre X, dx(a,z) <n=dy(f(a),f(z)) <e.

Montrer que f est continue en un point a de X si et seulement si pour toute suite (z,,), de points de X, la
convergence de (z, ), vers a entraine la convergence de (f(xy))n vers f(a).

Exercice 17. Soient F, I’ deux espaces vectoriels normés. Soit f une application d’un sous ensemble I C F
dans F. On dit que f est K-lipschitzienne sur I ssiVz,y € I, ||f(z) — f(y)|lr < K|z — y| -
a) Montrer que si f est K-lipschtzienne sur I, alors elle est uniformément continue sur I.

b) Soient F = F = R et I un intervalle. Supposons que f est dérivable sur I, montrer que f est K-
lipschtzienne sur I ssi |f/(z)] < K pour tout = € I.

c) Soit g(z) = |z|*sin(2) avec o €]1,2[. Montrer que g se prolonge en une fonction dérivable sur R tout
entier. Est-ce que g est lipschitzienne sur [0, 1]? Est-ce que g est uniformément continue sur [0, 1]7
Exercice 18. Vrai ou faux?

a) Toute suite convergente de R™ est une suite de Cauchy.

b) Soit f : R?> — R une fonction. Si f; : x — f(x,0) et fo : y — f(0,y) sont continues en 0, alors f est
continue en (0, 0).

c) Si f:R™ — R est continue sur un compact, alors f est uniformément continue.

d) Soit f: R™ — R une fonction et soit B la boule unité fermée de R™. Alors, f est bornée sur B.



