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TD n°3: Différentiabilité

Vrai ou faux ?
Dans la suite, €2 désigne un ouvert de R™ et f : 2 — R est une fonction.
(a) Si f admet des dérivées partielles en a € Q, alors f est différentiable en a.
b) Si f admet des dérivées partielles en a € €2, alors f est continue en a.
)

(
(c) Si f est différentiable en tout point de 2, alors f est de classe C* sur Q.
(d) Sia € Q est un point tel que Df(a) =0, alors f admet un extremum local en a.

Exercice 1. Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes, puis calculer leurs dérivées par-
tielles:

_ sin(xz) 2007 2% 44 B x B
f(@,y,2) = m 270”7, g(w,y) = arccos m ;b y) = (s )l
ou || - || désigne la norme euclidienne.

Exercice 2. Soit la fonction f : R? — R définie par f(z,y) = 1siz # 0et y # 0, et f(z,y) = 0 sinon.
Etudier la continuité de f. Admet-elle des dérivées partielles d’ordre 1 en (0,0) ? Que peut-on obtenir
comme conclusion?

Exercice 3. Soit f(z,y) = ;25 pour z # y et f(z,x) =0,Vz eR.

a) Quel est le domaine de définition de cette fonction?

b) Montrer que les dérivées partielles de f existent en (0,0).

c) Est ce que f est continue en (0,0)?

d) Est ce que %(1, 1) ou g—-;(l, 1) existe?

Exercice 4. Etudier la continuité et la différentiabilité des fonctions suivantes:

3
fz,y) = xQL—l-yQ + cos(x) si(x,y) #(0,0) et f(0,0)=1,
P R
g(z,y) = 22 si (z,y) #(0,0) et ¢(0,0)=0.

Exercice 5. Soit f la fonction définie sur R? par

2x3+y3+2xy2+y562+3:2y2 .
f(z,y) = PR si (z,y) #(0,0) et f(0,0)=0.

a) Montrer que f admet des dérivées partielles en (0,0) et les calculer.

b) Montrer que f est différentiable en (0, 0) et calculer sa différentielle en ce point.

Exercice 6 (Examen 06). Soient p,q € N. On considere la fonction f : R> — R définie par
flzyy) = si (z,y) # (0,0) et £(0,0) =0,

avec la convention que si p = 0 alors % = 1 pour tout z, et que si ¢ = 0 alors y° = 1 pour tout y. Pour
quelles valeurs de p et de ¢ la fonction f est-elle continue sur R?? Différentiable sur R2? C* sur R??

Exercice 7. Soit f : R — R une fonction dérivable sur R et soit F' : R? — R définie par F(z,y) = f(z?+y?).
Montrer que, pour tout (z,y) € R? on a

OF OF
y%(fz,y) —Ia—y(x,y) =0.
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Exercice 8. Soit g la fonction définie sur R? par
glay) =" Vsizt <y et g(z,y)=1sia2?>y.

Déterminer Iensemble des points (z,y) tels que les dérivées partielles existent, puis déterminer I’ensemble
des points en lesquels g est différentiable. Méme questions pour la fonction f définie par

2) siy#0 et f(z,0)=1.

T
02

f(z,y) = tanh (y

Exercice 9. Montrer que la fonction définie sur R? par
xyz )
f(xayuz):m S1 ($7y72)7é(07070) et f(0,0,0):O
est continue, admet des dérivées partielles en tout point mais n’est pas de classe C! sur R3.
Exercice 10. Soit f la fonction définie sur R? par f(x,y) = 22 +y* — 4.
a) Représenter dans le plan muni d'un repeére orthonormé les ensembles Lo = {(z,y) € R?; f(x,y) =0} et
Ly = {(z,y) €R% f(z,y) = 5}.
b) Représenter dans ’espace muni d’un repere orthonormé le graphe de f,
I ={(z,y,2) €R? z = f(z,y)}
c) En écrivant un DL; de f en (1,2), déterminer le plan tangent & I" en (1,2, 1).
Exercice 11. Soit ¢ : R2 — R définie par

2
g(x,y)—y21n<1+%> siy#0 et f(z,0)=0.

Déterminer le domaine ou la fonction g est continue, différentiable, de classe C!, deux fois différentiables,
de classe C2. Calculer ses derivées partielles mixtes d’ordre 2 en (0,0) et commenter le résultat du point de
vue du théoreme de Schwarz.

Exercice 12. Soit f : R? — R et soit & € R. On dit que f est homogene de degré « si, pour tout = € R,
tout y € R, tout ¢ € R,

f(tw,ty) = taf(l',y).
a) Montrer qu’'une fonction différentiable et homogene de degré o # 0 a des dérivées partielles homogenes
de degré a — 1.
b) Soit f une fonction homogene de degré « et de classe C'. Montrer que

of  of

T + ya—y = af. (%)
c) Soit f: R? — R une fonction de classe C*! vérifiant (x). En étudiant g(t) = ¢t~ f(tz,ty), montrer que f
est homogene de degré a.
Exercice 13 (Examen 05). On considere la fonction R? — R, définie par
22— y?
x2 4 92
a) Montrer que f est de classe C! sur R?.

f(z,y) ==y +a2y? si(z,9) # (0,0) etf(0,0) = 0.

2 2
b) Montrer que les dérivées partielles secondes 8‘1 afy (0,0) et 6‘2} 8{5 (0,0) existent et calculer leurs valeurs. Que
peut on en déduire pour f?



