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TD n°5: Fonctions a valeurs vectorielles-Matrice jacobienne

Vrai ou Faux ?

Dans la suite, £ désigne un ouvert de R™ et f = (f7) : Q — RP est une fonction vectorielle.
a) Si chaque composante, f;, de f est différentiable au point o alors f est différentiable au
point zo € € .

b) La réciproque de a).

c) Si f est différentiable au point xy € Q) et que la différentielle D f(z() est non nulle, alors
f est localement inversible au voisinage de xq € ().

d) Si f est localement inversible, alors p = n.

e) Si f est différentiable au point xg € {2 et que la matrice jacobienne au point x, est
inversible, alors f est localement inversible au voisinage de xq € Q.

Exercice 1. Soit f une fonction différentiable sur R? telle que f(z,y) = 3z —2y+o(||(z,v)])
au voisinage de (0,0). Soit g(z) = f(e’*sinx,log(1 + 2?)). Montrer que g est dérivable sur
R et déterminer ¢'(0).

Exercice 2. Soit f(x,y) = (3sin(xy?),ylog(l + z*)) définie sur R?. Est ce une fonction C*
sur R?? Déterminer

of of
501 et 5 (1VA/2).

puis la différentielle de f au point (1,1). Est ce que la fonction f est inversible localement
au voisinage de (0,0)?

Exercice 3 (Examen 2006). Soit f : R? — R? I'application définie par f = (f1, f2) ou les
fonctions fi, fo : R? — R sont données par

fi(z,y) =4z +y + 5sin(zy) + %y,
folz,y) = 2y + x + 25y

Montrer que f est de classe C* sur R? et que f est inversible au voisinage de (1,0).
Exercice 4 (Examen 2006 - 2e session). Soit f : R? — R? définie par
f(z,y) = 3z + ye* + 3sin(a®y®) + 2'y®, Swe? + 2y + 2°y?).

Indiquer pourquoi f est de classe C! sur R%2. Montrer que f est inversible au voisinage du
point (0,0).

Exercice 5. Soit f : R? — R? une fonction vérifiant le développement suivant au voisinage

de (0, 0):
st = (3)+ (3 7) (1) +otinh. own=(})

a) Que peut on dire de la fonction f7
b) Soit g(x) = f (32 + cosz,arctan(e® —1)). Que vaut ¢g(0)? Indiquer pourquoi g est
dérivable en x = 0 et déterminer son vecteur dérivé.



c) Soit h(z,y) = f(xy?, 3e® — 3xe?). Déterminer la matrice jacobienne de h au point (1,1).
Pourquoi elle est bien définie? Est ce que h est inversible localement au voisnage de (1,1)?
Exercice 6. Soit f : R? — R admettant des dérivée partielles continues a 'origine et telle
que:

VaeR* Vt>0, f(ta)=tf(a).
Montrer que f est linéaire. En déduire qu'une norme N sur R? ne peut pas avoir des dérivées
partielles continues en (0, 0).

Exercice 7. On cherche toutes les fonctions f € C1(R? R) qui vérifient:

of of
2 —_ —_ — —
(E) Vo, y e R, an(:p,y) 9 (r,y) =x+y.

a) Vérifier que ¥ (z,y) = = + 2y est solution du probléme sans second membre.

b) Soit le changement de variable (u,v) = T'(z,y) = (x + y, x + 2y). Montrer que T est une
bijection de R? dans lui méme.

c) Posons g(u,v) = foT!(u,v). Montrer que f est solution de (E) ssi g vérifie %(u, v) = u.
d) En déduire toutes les solutions de (E).

Exercice 8 (Examen 2006). Soit U = {(x,y) € R,z > 0} et V = 1]0,00[ x | — 7/2,7/2[.
On définit la fonction: ¥ : V' — R? définie par W(r,0) = (rcos 6, rsinf).

a) Montrer que ¥ est une application C* et bijective de V sur U.

b) Montrer que T' = U~! vérifie

T(x,y) = (\/x2 + y?, arctan g) :
T

c) En considérant f = ho T, trouver toutes les applications f : U — R de classe C! telles

que:
y—af(ﬂf y) — x—af(x y) = ———.
ox ’ Oy ’ A/ 12 + y2

Exercice 9. Résoudre les équations aux dérivées partielles suivantes en utilisant le change-
ment de fonctions ou de variables suggéré (toutes les fonctions sont de R? dans R).

Va,yel,

of of _ _ .
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