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Chapitre 1

Calcul approché d’intégrales

L’ objectif de ce chapitre est de voir quelques méthodes (simples) de calcul approché d’intégrales.
D’autres méthodes un peu plus élaborées sont présentées en compléments dans le Chapitre 5.
Avant de voir ces différentes méthodes, il y a deux points importants qu’il s’agit de toujours avoir
en téte des que I’on parle de calcul (ou résolution) approchée : la précision de la valeur obtenue
(ou I’erreur commise) et la vitesse de convergence.

Erreur

Tout comme dans les chapitres suivants, il ne s’agit pas uniquement de donner une valeur. Comme
on parle ici de valeur approchée, une valeur seule ne veut rien dire ! Dire que 3, 14 est une valeur
approchée de 7, sans autre précision, n’a pas plus d’intérét et n’est pas plus correct que de dire
que 5 est une valeur approchée de 7. Quand on parle de valeur approchée il faut toujours préciser
quelle est I’erreur (maximum) commise. 5 est en effet une valeur approchée de 7, a 2 pres, ce qui
signifie que |5 — 7| < 2. Le nombre 3, 14 est aussi une valeur approchée de 7 a 2 prés puisque
13,14 — 7| < 2. Il est vrai que 3, 14 est une meilleur approximation puisqu’en fait ¢’est une valeur
approchée a2 1072 de 7 : 3,14 — «| < 1072, alors que ce n’est pas le cas pour 5. Mais si vous
savez a priori que 3, 14 est meilleur que 5 c’est parce que vous avez déja rencontré 7 et que vous
avez déja une idée de sa valeur. Dans le cas contraire rien ne vous permet de vous faire une idée.
n

Par exemple, on peut montrer que la suite v définie par u,, = % — In(n) converge. Sa limite
est appelée la constante d’Euler, notée . Si je dis que 3 et 6, %ISont des valeurs approchées de
v, qu’est ce que ¢a vous apprend sur cette derniere ? Laquelle de ces deux valeurs vous donne le
plus d’information sur ce que vaut réellement v ? Le fait qu’il y ait deux chiffres apres la virgule a
6, 73 ne signifie rien, I’ordinateur a trés bien pu me donner 3, 0034 que j’ai arrondi a 3, 00 et donc
a 3. (En fait y vaut 0,577 a 1073 pres.) Cet exemple simple est 12 pour attirer votre attention sur
le fait qu’une valeur approchée seule, sans précision de I’erreur, ne veut rien dire : n’importe quel
nombre est une valeur approchée d’un autre, toute la question est de savoir “a combien pres”.

Vitesse de convergence

La notion de vitesse de convergence est liée a celle de I’erreur. La plupart des méthodes de calcul
approché et de résolution approchée d’une équation reposent sur un algorithme qui permet d’obte-
nir ces valeurs de “proche en proche”. Une des questions est alors de savoir quelle est la précision
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obtenue a priori apres n étapes de calculs, 1’idée étant surtout de savoir : quand dois-je arréter
I’algorithme pour étre stir d’avoir la précision souhaitée.

1.1 Méthodes des rectangles

1.1.1 Les sommes de Riemann

Les méthodes de calcul approché dites des rectangles sont naturelles et reposent sur la notion de
sommes de Riemann que vous avez vues en L2. On rappelle brievement celle-ci.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue par morceaux. Une subdivision o de [a, b] est une partie

finie {ag,...,ax} telleque a = ap < a; < as < --- < a = b. Onnote |o| = _max_ (ait1 — a;)
la longueur de la subdivision. Si pour tout7 = 0,...,k — 1 on se donne xz € [az, a;+1] on dit que
oP = (o, (z;);) est une subdivision pointée de [a, b]. On note S,» ( f Z f(zi)(ai41—a;). Cette

somme est appelée somme de Riemann associée a la subdivision pomtee crp (Figure 2.1).

a=ay ap

FIGURE 2.1 - Somme de Riemann associée a la subdivision pointée o”

La base de la théorie de I’intégration au sens de Riemann affirme que

Théoréme 1.1. Si f est continue par morceaux, pour toute suite (o%),, de subdivisions pointées de

la, b] telle que |0?| — 0 lorsque n — oo ona lim S,» / f(z)dz.
n—oo

1.1.2 Rectangles a gauche / a droite

Les méthodes des rectangles a gauche et a droite reposent sur le Théoréeme 1.1 pour les choix de
subdivisions pointées suivants :

N k(b—
e rectangles a gauche : 02 = {ag,...,a,} ot ay = a+ ( a)

et rp = ag,
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3 L b—a
e rectangles a droite : 0? = {ag,...,a,} ol ay =a+ k0=a) o 4, = TR i

Autrement dit, on coupe I’intervalle [a, b] en n segments de longueur égale, chacune a %‘L et on
choisit comme points x;, les extrémités gauches, respectivement droites, de chacun de ces inter-
valles. On notera simplement SY et S? les sommes de Riemann correspondantes, i.e.

— a4 k
SY = f(a+ b—a)) et S¢= (a+—(b—a)).
n n
=0
—= AT
FIGURE 2.2 - Rectangles a gauche FIGURE 2.3 - Rectangles a droite

On sait que les deux suites (S¢), et (S%),, convergent vers ff f(z)dz. La question est donc d’esti-
mer I’erreur si on prend une de ces valeurs comme valeur approchée.

Proposition 1.2. Soir f : [a,b] — R de classe C' et My = sup |f'(z)|. On a alors, pour tout n,

z€[a,b]
/f ydax — SY

/f )do — S84 <

Démonstration. On montre le résultat pour SY, la preuve est la méme pour S¢. On note a;, =
a+ %(b — a). On note que M est bien un nombre fini. En effet f est C* donc f est continue sur
le segment [a, ], elle y est donc bornée. La relation de Chasles et ’inégalité triangulaire donnent

/abf(x)dx _ g1 = §/+ F)de — 220 fa)

Ml(b
2n

Mi(b—a)®

o (1.1

k=0 k n k=0
= S [ ) - fa) da
>/ :
< S [ @) - fla)da
>/, :

L’inégalité des accroissements finis permet alors d’écrire, pour tout k et pour tout © € [ag, Gx11],
|f(z) — f(ax)| < Mi(x — ag). On a donc
b n—1 2
M My (b—
/ flx)de — 59 ! Mib=a)

Ak+1
< M, E / (z—ap)dz = — ) (ap1 —a)® =
— 2 o \—v—/ 2n
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Remarque 1.1. On peut montrer que la majoration de I’ erreur est optimale dans le sens ot il existe
des fonctions f pour lesquelles on a égalité dans (1.1). Il faut pour ¢ca que toutes les inégalités dans
la preuve soient des égalités. C’est le cas si f est affine. Par exemple, si f(x) = x sur[0,1] on a
S9 ==L er S4 = H tandis que fol xdz = 1. On trouve bien que
1 2
1 Mi(b—a
/ rdr — 8% = — = M
0 2n 2n

1
/ rdx — 57
0

1.1.3 Méthode du point milieu

Dans les méthodes des rectangles a gauche ou a droite la convergence semble lente. Cependant
I’erreur réelle peut a priori étre beaucoup plus petite que celle donnée par (1.1). En effet, pour
obtenir cette derniére on a estimé 1’erreur commise sur chacun des sous-intervalles [ay, ax 1] et on
a additionné ces erreurs. Cependant celles-ci pourraient se “compenser”, certaines étant positives
et d’autres négatives. Dans la méthode des rectangles a gauche, 1’erreur commise est négative dans
les intervalles ol f est croissante, dans le sens ol b’Ta flag) < fai’““ f(z)dz, et elle est positive
quand f est décroissante. Inversement, dans la méthode des rectangles a droite, I’erreur commise
est positive dans les intervalles ol f est croissante et elle est négative quand f est décroissante.
En particulier, si la fonction f est croissante sur [a, b] ou bien décroissante sur [a, b] il n’y a pas de

compensations d’erreurs entre les intervalles, ce qui explique que I’erreur (1.1) peut €tre atteinte.

erreur négative [Z7] erreur positive

FIGURE 2.4 - Erreurs dans les méthodes des rectangles a gauche et a droite

La méthode du point milieu permet d’améliorer sensiblement la vitesse de convergence par rapport
aux rectangles a gauche ou a droite. L’idée est ici de couper a nouveau [a, b] en intervalles de
méme longeur, i.e. on prend toujours a; = a + %(b — a), mais on prend les points x; au milieu
des intervalles, i.e. x;, = % Que sur un intervalle [ay, aj1] la fonction f soit croissante ou

décroissante, il y aura une “compensation partielle” au sein méme de I’intervalle (Figure 2.5).

n—1

Z f (my) , la somme de
k=0
Riemann associée. A nouveau le Théoreme 1.1 assure que la suite (S]"),, converge vers f; f(z)dx

b—a

Ok tag41
2

On note my, = le milieu de 'intervalle [ay, ax41] et S)' =

et on souhaite estimer 1’erreur | fab f(z)dz — S™.
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(3 T Qk+1

& erreur négative m erreur positive

FIGURE 2.5 - Erreur dans la méthode du point milieu

Proposition 1.3. Soit f : [a,b] — R de classe C* et My = sup |f"(x)|. On a alors, pour tout n,
z€[a,b]

’ m M. (b_ a)3
/a f(z)dz — S| < 2247 (1.2)

Remarque 1.2. Si f est une fonction affine on a f" = 0 donc My = 0. La méthode du point milieu
est donc exacte pour des fonctions affines alors qu’on approche [ par une fonction constante. C’est
un autre reflet des compensations partielles d’erreurs au sein des différents intervalles.

Démonstration. Le mé&me calcul que dans la preuve de (1.1) donne

b n—1 api1
[ s =5y =3 [ (@) - ) e
a k=0 v %%
Pour tout £, on écrit la formule de Taylor-Lagrange entre x et my, : il existe ¢ entre x et my, tel que
"
c
£(a) — flme) = i) —mi) + - o -2
et donc*
b n—1 api1 api1 f//(ck)
/ f(x)dx—S?zZ(f’(mk)/ (:E—mk)dx+/ 5 (x—mk)2dx).
a k=0 ag ag

Comme my, est le milieu de [ay, a4 1] on a

/ak+1(l' —my)dz = % [(ak—H _ mk:)2 — (ay, — mk)z] —0,

ag

a. Attention !! Bien que la notation ne 1’indique pas, la valeur de c;, dépend a priori de = et on ne peut donc pas

sortir f”(cy) de I'intégrale.
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d’ou on tire

/f )dz — S™

-1

g /k+ f”(2 £

Remarque 1.3. On pourrait croire que le gain dans I’erreur par rapport a la méthode des rec-
tangles a gauche/droite provient de [’ utilisation de la formule de Taylor a I’ordre 2. Ce n’est pas le
cas. Avec la méme stratégie pour les rectangles a gauche par exemple, le terme d’ordre 1 donnera

Gt 1 b—a)?
/ (x —ap)dr = ~(ape —ap)? = u,

a 2 2n?

-1
M ak+1 2 Mg(b — a)3

|

On aura ainsi

/f )de — S9 = Zf ag) b_“)

n—1

s /+ DT

k=0 @ 2
: 5 ;o (b—a)’ o
Le second terme du membre de droite peut étre borné par oz et est donc aussi de ’ordre de
n

—. Cependant le premier terme est a priori borné lui par

n—1
o (b—a)?| _ Mi(b—a)
kZ:O f'{a) 2n?2 = 2n

On retrouve précisément [’erreur obtenue dans (1.1).

Remarque 1.4. Méme si ’erreur est en O ( ) au lieu de O ( ) pour la méthode des rectangles a
gauche ou a droite, cela ne signifie pas que pour un n donné ’erreur sera plus petite. D’une part
on obtient ici une majoration de [’erreur (et l’erreur réelle peut étre inférieure), d’autre part la
constante My peut étre beaucoup plus grande que la constante M, rendant I’estimation meilleure
uniquement lorsque n devient tres grand.

1.2 Méthode des trapezes

Les méthodes précédentes reposent sur la notion de somme de Riemann, i.e. sur I’'idée d’approcher
sur chacun des [ay, ai1] la fonction f par une fonction constante (égale a la valeur de f au point
choisi). Il est naturel d’essayer d’approcher f non plus par une constante mais par une fonction
affine (ou méme un polyndme d’ordre plus élevé, voir la Section 1.3 et le Chapitre 3). A nouveau

on ne considere que le cas ol les intervalles [ay, ai1] sont de longueur égale, i.e. a, = —(b — a).
On note f}, la fonction affine qui interpole f aux points (ag, f(ax)) et (axi1, f(ags1)), i-e.

flargr) — flag)

Q1 — Qg

Ji(z) = (z —ar) + flax).
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On va prendre f;, comme approximation de f sur I’intervalle [ay, ax.1]. La valeur approchée de

n—1 agi1
I’intégrale de f sera donc 7;, := Z/ fr(x) de.
k=0 @

FIGURE 2.6 - Méthode des trapezes

On calcule par ailleurs facilement (c’est 1’aire d’un trapeze, voir la Figure 2.6)

/akJrl fk(I) dx = % (f(ak+1> + f(ak)) (ak+1 _ Clk) )

ag

On obtient donc

T, = bQ—na 2 (f(arsr) + flar)) = bz—na (f(a) + Q;f(ak) + f(b)) ) (1.3)

On a alors la majoration suivante de 1’erreur commise.

Proposition 1.4. Soit f : [a,b] — R de classe C* et My = sup |f"(x)|. On a, pour tout n,
z€[a,b]

< MQ(b — a)3

b
/f(x)dx—Tn < o (1.4)

Démonstration. Le début de la preuve est identique aux précédentes. A 1’aide de la relation de
Chasles et de I’inégalité triangulaire on écrit

n—1
<
k=0

/a fa)de T,

/ F(z) — file) da|.

Ak+1
L’idée est ensuite d’estimer chacun des termes / gr(x)dz ot gg(z) = f(x) — fi(x) en effec-
ag
tuant d’abord une intégration par parties. On commence par noter que par construction g(ay) =

g(ary1) = 0,1l n’y a donc pas de terme de bord dans I’intégration par parties. On écrit ainsi

agp41 A1
/ gr(z)de = —/ g (z)(z — ¢) dz,

ag



12 CHAPITRE 1. CALCUL APPROCHE D’INTEGRALES

ou c est une constante que 1’on précisera ensuite. L'idée est de faire une seconde intégration par
parties toujours sans générer de termes de bords. Les primitives de v(z) = x — ¢ sont de la forme
2(x — ¢)?> + d et on a donc

[Tawar = - [T e -

ag ag

- [t (a0 d) o= [ (je- o +a)]|

Pour que le nouveau terme de bord s’annule il suffit que le polyndme %(a: ¢)? + d s’annule en ay,
et en ay41, autrement dit on choisit ¢ et d pour que 3(z — ¢)* +d = 3(x — a;)(z — ag41). On a

alors
Ak4+1 1 QK41 y
[ @) < 5 [T e - e - a)| de
ag ag
M Q41
< 72/ (x — ag)(ags1 — z) dz
ak
_ M2<ak+1 — ak)g _ Mg(b — CL)S
12 12n3 7
ol on a utilisé a la deuxieme ligne le fait que fi est affine et donc |g)/(z)| = |f"(x)] < Ma.

Finalement on obtient

n-l Ak41 )3
< Z / x’ < M_
=0

12n2

f )dz — T,

O
Remarque 1.5. On voit facilement que I’on a en fait T, = S ;Sn Alors que les deux méthodes des
rectangles a gauche et a droite conduisent a une erreur a priori en O ( ) celle des trapezes donne
une erreur en O ( ) Comme on l’a signalé dans la Section 1.1.3, dans la méthode des rectangles
a gauche ’erreur est négative, dans le sens ou on sous-estime l'intégrale, lorsque f est croissante
tandis que la méthode des rectangles a droite surestime l’intégrale, et vice-versa lorsque f est
décroissante. Quand on prend la moyenne entre S9 et S¢ on peut donc raisonnablement s’ attendre
a une compensation partielle entre les deux erreurs. C’est exactement ce que montre (1.4).

1.3 Meéthode de Simpson

On termine ce chapitre sur I’intégration numérique avec la méthode de Simpson. Dans cette der-
niere, I'idée est 2 nouveau d’approcher la fonction f sur chaque intervalle [ax, ar41], ax = £(b—a),
par une fonction “simple”. On a utilisé une fonction constante, ou polyndome de degré au plus 0,
dans la Section 1.1 et une fonction affine, ou polyndme de degré au plus 1, dans la Section 1.2. Il
est naturel de choisir un polyndéme de degré au plus 2.

Etant donné ¢, d € R on considere le polynéme P € R, [X] qui interpole f aux points d’abscisse c,
detm = <4 e P(X) = a+BX +yX?esttel que P(c) = f(c), P(m) = f(m) et P(d) = f(d).
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Lemme 1.5. 1] existe un unique P € Ry[X| qui interpole f aux points d’abscisse ¢, d et m. Il est
donné par

(1.5)

Cette formule est un cas particulier de polyndme d’interpolation de Lagrange. Nous y reviendrons
dans la Section 3.1. Un calcul simple montre que si P est donné par (1.5) on a

d — C
/ P(a)de = L2 (f(c) + 4 (m) + £(d). (1.6)

6

Tout comme dans les sections précédentes, sur chaque intervalle [ay, ax, 1] on va approcher f par
le polyndme d’interpolation correspondant et I’intégrale de f par celle du polynome. La méthode
b—a

)

b
de Simpson consiste donc a approcher / f(z)dx par (pour chaque k on a a1 — ap =

Sn = (f(ax) + 4f (mx) + f(bi)) -

L’estimation de I’erreur est basée sur le lemme suivant

Lemme 1.6. Soit f : [c, d] — R une fonction de classe C* et My = sup . 4 | (z)

, alors

Remarque 1.6. On peut en fait montrer qu’il existe £ € |c, d| tel que

/Cdf(:c)dx— dT_C (f(c)+4f (c+d) +f(d)> _ Mfu)(g)‘

2 2880

Le lemme précédent en découle alors directement.

En appliquant le lemme sur chacun des intervalles [ay, aj,1] on obtient immédiatement

Proposition 1.7. Soit f : [a,b] — R de classe C* et My = sup | (z)|. On a, pour tout n,
z€[a,b]

b Ma(b — 5
/af(x)dx—sn g%. (1.8)

Démonstration du Lemme. On définit la fonction g sur I'intervalle [0, 2¢] par

m—+t

o) = [ fade = (Fm— ) +4f(m) + Fm +1),
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d
oum = % La fonction g correspond au membre de gauche de (1.7) si on remplace c par m — ¢
et d par m + t. On veut donc montrer que

d—c My(d —¢)®
(5= Y

Comme f est C* la fonction g I’est aussi, et on calcule les dérivées successives de g :
gt) = % 2f(m+1t) +2f(m —t) —4f(m) + tf'(m —t) = tf (m + 1)),
g'(t) = % (f'(m+1t) = f'(m —t) = tf"(m —t) = tf"(m+1)),
99 = 5 (fDm—0) = [O(m+1).

On peut en particulier remarquer que g(0) = ¢’(0) = ¢”(0) = 0. Par ailleurs, le Théoréme des
accroissements finis appliqué a la fonction £ donne I’existence de & € |m — t, m + t[ tel que

00) = L (1O m — 1) = Fm 1)) = =22 09,

On en déduit que pour tout ¢ € [0, %<] on a

9@ ()] <

On effectue ensuite des intégrations successives. On obtient

2Mi

2M.
01 =190 - "0 < [ 167) = 25
Et de méme M M,
4,4 5
< —t —1°.
gl < ot ol < o2
En prenant ¢ = % on obtient bien (1.9). ]

Le Lemme ci-dessus montre que, de facon a priori inattendue, la formule d’approximation de
Simpson est exacte non seulement pour les polyndmes de degré au plus 2 mais en fait aussi pour
les polynomes de degré 3. En effet, la dérivée quatrieme d’un polyndme de degré 3 est nulle et
la constante M, est donc nulle aussi. Ce fait est a rapprocher de ce qui se passe dans la méthode
du point milieu qui est exacte pour des fonctions affines alors qu’on approche f par une fonction
constante par morceaux. Si f est une fonction polyndme de degré (au plus) 3 et P le polynome
d’interpolation de degré (au plus) 2 alors f — P est un polyndme de degré au plus 3 qui s’annule en
¢, detm = 2% On en déduit qu’il existe o € R tel que f(z) — P(z) = a(z —c)(z —m)(z —d) =
Q(z). On peut vérifier que Q(c+d—x) = —Q(x) et donc, en effectuant le changement de variable

r=c+d-—t, .
/@ —/ Qe+d - t)dt /Q

ce qui prouve que / Q(t)dt = 0 etdonc / f(t)dt = / P(t)dt. (C’est en fait un cas particulier

c

de la Proposition 5.%.)



Chapitre 2

Résolution approchée de f(x) =0

2.1 Introduction

Dans de nombreux théoremes d’analyse on trouve des résultats tels que “il existe un réel x tel que
f(z) = 0” ou f est une fonction donnée. On pourra penser au Théoreme des Valeurs Intermédiaires
(si f est continue), au Théoréme de Rolle (ici ce sera plutot “f’(z) = 0”) ou encore au théoreme du
point fixe (on résout ici g(x) = x ce qui équivaut a f(z) = g(x) —x = 0, voir TD). On dit que x est
un zéro ou une racine de f et la question naturelle est alors “que vaut ce x 7. Mis a part quelques
cas particuliers simples on ne pourra pas résoudre 1’équation, autrement dit trouver explicitement
la valeur de x. Méme dans le cas ol f est bijective et ol on peut alors écrire z = f~1(0), il est
souvent difficile voir impossible d’avoir une expression simple pour f~! et dire que z = f~1(0)
ne dit pas grand chose sur la valeur de z. On est donc amené a trouver une valeur approchée de
cette derniére. Dans ce chapitre on se restreint au cas ou f est une fonction d’une variable réelle.

Dans tout le chapitre on supposera que f : I — R est continue sur un intervalle /.

2.2 Méthode de la dichotomie

La méthode de la dichotomie consiste a déterminer une valeur approchée d’une solution de 1’équa-
tion f(xz) = 0 en “coupant en deux” I'intervalle dans lequel on cherche cette derniere. On com-
mence par déterminer un intervalle [a, b] C I sur lequel la fonction f change de signe, c’est-a-dire
tel que f(a)f(b) < 0. Comme f est continue le théoreme des valeurs intermédiaires permet d’af-

firmer qu’il y a au moins une racine entre a et b. On coupe I’intervalle en deux et on calcule la
a+b

valeurde fenc =

e Si f(c) = 0 c’est terminé on a trouvé une racine.
e Sinon, soit f(c) est du méme signe que f(a) et on remplace ’intervalle [a, b] par [c, b] (on
a alors f(b)f(c) < 0) soit il est du signe de f(b) et on remplace cette fois [a, b] par [a, c|
(on a maintenant f(a)f(c) < 0).
Le théoreme des valeurs intermédiaires permet d’affirmer cette fois qu’il y a une solution dans le
nouvel intervalle et on itere la procédure.
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\ \
za=by wo=0b1 =0 b=1by

@1 =az=a

FIGURE 2.1 — La méthode de la dichotomie

Remarque 2.1. C’est cette méthode qui a été utilisée en L1 pour démontrer le théoreme des valeurs
intermédiaires.

On définit ainsi par récurrence les suites (ay, ), (by)n €t (), :
e Onprendag =a, by =betxy= “T*b
e Pour tout n € N, on pose a1 = apn, bpy1 = xy, si fla,)f(x,) < 0etay,r = zy,
b1 = by, sinon, puis T, 11 = %
On peut montrer que les suites (a,), et (b,), sont adjacentes (voir cours de L1) donc convergent
vers un certain &. Par ailleurs a, < z, < b, donc (z,), converge également vers {. Comme
f(an)f(b,) < 0 pour tout n on obtient, en passant a la limite (f est continue) que f(£)* < 0 et

donc f(§) = 0.

On note également que pour tout n on a b, — a,, = ”2_—,1“ (vous pouvez le vérifier par récurrence,
I’idée étant qu’on divise I’intervalle en 2 a chaque étape). Par ailleurs x,,, £ € [ay,, b,| pour tout n
donc |z, — £| < b, — ay,.

. b—a . . .
Conclusion : pour tout n € Non a |z, — | < o Si € est la précision désirée, on s’arréte des

b—a

qu’on a trouvé exactement la racine ou plus généralement des que <e, ie.

b—a) ﬂ,

n > log, <

Le nombre d’étapes nécessaire pour atteindre une précision € donnée est donc de 1’ordre de | In(e)].
On parle ici de convergence linéaire, ou d’ordre 1 (voir la Définition 2.1).

Remarque 2.2. Essentiellement le nombre d’étapes de calcul nécessaire pour avoir une précision
¢ est proportionnel a — In(g). Si on souhaite une précision de k chiffres aprés la virgule on a alors
e = 107*, et on constate que le nombre d’étapes de calcul est proportionnel au nombre de chiffres
souhaité, d’ou le terme linéaire.

De facon plus précise, I’ordre de convergence d’une suite est défini de la facon suivante.
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Définition 2.1. Soit (x,,),, une suite de réels qui converge vers £ € R, et e,, := |z, — £|. On dit que
la convergence est d’ordre p > 1 s’il existe des constantes 0 < c_ < cy telles que a partir d’un
certain rang

c_el <eppq < cpeb.

On parle de convergence linéaire si p = 1, quadratique si p = 2.

. . . Enil
Remarque 2.3. Une condition suffisante pour que la convergence soit d’ordre p est que lim ”p
n—oo €

¢ # 0. L’idée étant que plus p est grand, mieux c’est. Prenons par exemple c,. = 1. On montre
alors facilement par récurrence que pour n assez grand on a, pour tout m € N,

pm
Cnim < €, .

Si x,, est une valeur approchée de £ a 107, i.e. e, < 107*, alors x, 1, est une valeur approchée a
107P*, Autrement dit, & chaque étape le nombre de décimales exactes est multiplié par p.

Lorsque p = 1, le nombre de décimales exactes progresse en fait au plus arithmétiquement. En
écrivant c. = 1077+ le nombre de décimales gagnées a chaque étape est au moins v, et au plus
v_. On peut cependant avoir v, < 0 comme dans la dichotomie : on ne gagne pas forcément une
décimale a chaque étape (on ne fait “que” diviser la précision par 2).

2.3 Fonctions convexes

La méthode de dichotomie a I’avantage de ne pas nécessiter beaucoup d’hypotheses (la continuité
de la fonction f suffit). Pour les autres méthodes que 1’on va voir on demandera un peu plus a la
fonction f, essentiellement pour s’assurer que 1’algorithme d’approximation converge, i.e. si (z,,),
est la suite des valeurs approchées obtenues on veut s’assurer que x,, — £. Une des hypotheses
concerne la notion de fonction convexe que vous avez vue en L2. On rappelle juste ici la définition
ainsi que les quelques propriétés que 1’on utilisera par la suite.

Définition 2.2. Soit f : I — R. On dit que f est convexe (sur I) si
On dit que | est concave si — f est convexe.

La fonction f est dite strictement convexe si

Ve£yel, VA€)0,1], fOz+(1—Ny) < Af(z)+(1—Nf(y).

1y

A (@) + (1= N f()

T+ (1= \)y)

J1C)| BT .
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FIGURE 1.2 - Fonction convexe

Remarque 2.4. a) Dans la définition ci-dessus il suffit de prendre x < y et X €10, 1].

b) Géométriquement, f est convexe si le graphe de f est en dessous de toutes les cordes qui joignent
deux points de ce graphe, et f est concave si le graphe de f est au dessus de toutes les cordes, voir
la Figure 1.2.

Le théoreme suivant permet de vérifier facilement si une fonction est convexe

Théoreme 2.3. (Caractérisation des fonctions convexes dérivables)

1. Si f est dérivable, alors f est convexe, resp. concave, si et seulement si ' est croissante,
resp. décroissante.

2. Si f est deux fois dérivable, alors f est convexe, resp. concave, si et seulement si " > 0,
resp. f" < 0.

Lemme 2.4. (Inégalité des 3 pentes) Soit f : [ — R. La fonction f est convexe si et seulement si
pour tous x < y < zdans I on a

W)= 1a) )= @) _ 1)~ 1)

< (2.1)
y—x z—x z—y

Si on note A, B et C les points du graphe de f d’abscisse respective z, y et z, I'inégalité (2.1) dit
que la pente de (AB) est inférieure a celle de (AC') qui est inférieure a celle de (BC).

z v z

FIGURE 1.3 - Inégalité des trois pentes

Démonstration. Supposons que [ est convexe. Soient x < y < z, on peut alors écrire y =
Ar 4+ (1 —X)zavec A = =2 € [0, 1], et on a donc

zZ—T

Fy) = FOx+ (1= 2)2) < Af@) + (1= NFe) = —Lr@) + =2 1(2),

zZ—XT zZ—XT

d’ol on déduit les deux inégalités de (2.1).
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Réciproquement, supposons que (2.1) est vraie pour tous z < y < z dans /. Soient z < vy et
A€]0,1[.Onaz < Az + (1 — Ny < y, etdonc

fQz+ (1A= Ny) = =) _ fly) = f(z)
A+ (1-Ny—x =  y—=zx
FO+ (1= Ny) — f(a) _ @)~ f@)
(1= — ) T oy-—x

= [+ 1 -Ny) - f(@) < (1=N(f(y) - f(z))

= [+ (1 -=Ny) < Af(z)+ 1 =N f(y),
ce qui prouve que f est convexe. O
Démonstration du Théoreme. On montre le 1., le 2. découle ensuite de 1’équivalence entre f’
croissante et f” > 0.

On suppose d’abord que f est convexe. Soient < z dans I, alors pour tout y € |z, z[ on a (2.1).
f(z) = f(=)
x

En faisant tendre y vers x la premiére inégalité donne f'(z) <
Z p—

f(z) = [(2)

z—XT

, et en faisant tendre y

vers z la seconde inégalité donne < f'(2), d’ot on déduit que f'(z) < f'(z), ce qui

prouve bien que f’ est croissante.

Réciproquement on suppose que f est croissante. Soientx < y € I, A €0, 1[et z = Az+(1—-\)y.
On a donc z < z < y. On applique ensuite le théoréme des accroissements finis sur [z, z| et sur
[z,y] s il existe x; €|z, z[ et xo €]z, y[ tels que

o DS FEO - fw) L fw) - ) )~ ()
L T B My —2)
Comme [’ est croissante on a f'(z1) < f'(x3), d’ ol on déduit
F&) @) _ )~ ()
I=My—2) =~ AMy—=)

ce qui prouve que f est convexe (on rappelle que z = Az + (1 — \)y). O

=  f(2) S Af(2) + (1= A)f(y),

Proposition 2.5. Soit f : I — R une fonction convexe dérivable, alors pour tout x, € I le graphe
de f est au dessus de la tangente au point d’abscisse x : pour tout x € |

f(@) > fzo) + f'(0)(x — 20).

|
o

FIGURE 1.4 - Tangente au graphe d’une fonction convexe
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Démonstration. Si z < z, d’aprés le Théoréme des accroissement finis il existe y € |z, x| tel

que

Comme [ est convexe, f’ est croissante et donc

f(xo) — f(2)

Pa— < fl(xo) <= f(z)> flxo) + ['(wo)(x — x0).

De méme, si © > o, il existe y € |xq, x| tel que

fz) = fwo)

T — 2o

= f'(y).
La croissance de f’ entraine que

@)~ fw)

Flao) € 9L s f(@) 2 f(an) + o) @ = o).

2.4 Méthode de la sécante

2.4.1 Interpolation linéaire

A nouveau, on commence par se placer sur un intervalle la,b] C I sur lequel la fonction f change
de signe, c’est-a-dire tel que f(a)f(b) < 0. L’idée est de remplacer la fonction f par une fonction
affine L et d’utiliser le zéro £, de L comme valeur approchée de celui & de f. On interpole ici f en
a et b, c’est-a-dire que L est la fonction affine telle que L(a) = f(a) et L(b) = f(b). Autrement
dit on remplace le graphe de f par la corde passant par les points A = (a, f(a)) et B = (b, f(b)).
Cette méthode est appelée méthode de la fausse position ou regula falsi.

On détermine facilement la fonction L :

ainsi que son unique zéro

(2.2)

FIGURE 1.5 - Méthode de la fausse position
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Si on suppose que de plus la fonction f est de classe C? on peut alors estimer 1’erreur commise.

Lemme 2.6. Pour tout x € |a, b il existe u € |a, b[ tel que

1

5/ (W) (@ —a)(z = b).

fl@) - L(z) = 5

Démonstration. L’idée est similaire a la preuve de la formule de Taylor-Lagrange et un cas parti-
culier de la preuve de la Proposition 3.3. Soit = € |a, b] fixé et A € R tel que la fonction

9(y) = fly) — L(y) — Aly —a)(y — b)

s’annule en x (un tel choix est possible puisque (x—a)(z—b) # 0). La fonction g s’annule en a, x et
b donc d’apres le Théoreme de Rolle il existe g € |a, x| et z1 € |z, b| tels que ¢'(zo) = ¢'(x1) =0,
et en appliquant a nouveau le Théoreme de Rolle il existe u € |z, 21[C|a, b] tel que ¢"(u) = 0.
Par ailleurs on calcule (L est affine donc L” = 0)

q"(y) = f"(y) — 24,

d’ou A = f" ) et ainsi, puisque g(x) =0,

|

Si par ailleurs f’ ne s’annule pas (f est alors strictement monotone et a donc un unique z€ro) on
en déduit le résultat suivant

Proposition 2.7. Soit £ ['unique zéro de f et £, celui de L. Il existe u,v € |a, b[ tels que

1) s e
Si on note m = 121[1%7 |f (x)] et M = nerl[a%] |/ (x)] alors

M - _
6 — €1 < o E—allE b
m
Démonstration. D’apres le Lemme précédent appliqué en &, il existe u tel que

£(6) = 5" (W)(E — a)(€x —b). 2.3

Par ailleurs, le Théoréme des accroissements finis appliqué a f assure I’existence d’un v € |a, b]
tel que

f€) = f&) — (&) = f'(v)(& — &)
En remplacant cette identité dans (2.3) on obtient le résultat. o

Tout comme pour la méthode de la dichotomie, I’'idée est ensuite d’itérer le processus (voir la
section suivante).
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Remarque 2.5. De facon intuitive on peut voir cette approximation comme une amélioration de
la dichotomie. Si f(a) est plus proche de 0 que f(b) on peut s’attendre a trouver le zéro de f plus
proche de a que de b. C’est justement ce que [’on fait en prenant pour approximation le zéro de L :

fL—a:f(a)
§o—b  f(b)

On verra que la méthode itérative correspondante (méthode de la sécante) n’est en fait pas bien
meilleure que celle de la dichotomie.

2.4.2 Meéthode de la sécante

On cherche maintenant a itérer la méthode de la fausse position. On va se placer dans le cas ou la
fonction f est strictement monotone sur [a, b], ou plus précisément on suppose que f’ ne s’annule
pas qui est I’hypothese utilisée dans la Proposition 2.7 pour avoir une estimation de I’erreur. On va
de plus supposer que la fonction f” ne s’annule pas non plus. Puisque f est C? cela signifie que
f” > 0ouque f” < 0etdonc que f est soit strictement convexe soit strictement concave sur [a, b].
Cette hypothese permettra de justifier facilement que 1I’algorithme va converger.

Plus précisément, on supposera par la suite que f > 0 (et donc que f(a) < Oet f(b) > 0) et que
f” > 0. On peut toujours se ramener a ce cas quitte a remplacer f(z) par +f(£z) :

e Sif’>0etf”>0ongarde f.

e Si f'>0et f” < 0alors la fonction g(x) = — f(—z) vérifie ¢ > Oet g” > 0.

e Si f' < 0etf” > 0alors la fonction g(x) = f(—x) vérifie ¢ > Oet g” > 0.

e Si f/ <0etf” < 0alors la fonction g(x) = — f(x) vérifie ¢ > 0 et " > 0.
Le processus d’itération est alors décrit par, voir (2.2),

() = bf()
T T T = )

, VneN. (2.4)

FIGURE 1.6 - Méthode de la sécante

Lemme 2.8. Soit & I'unique zéro de f sur |a,b|. La suite (x,,), définie par (2.4) est croissante et
majorée par &.
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Démonstration. On montre par récurrence que pour tout n la propriété P, : “x,, < z,11 < £ est
vraie.
e 1 est’unique zéro de la fonction affine L passant par (a, f(a)) et (b, f(b)). Comme f(a) <
Oet f(b) > 0onadonca < z; < beten particulier 2y < x;. Par ailleurs, f est strictement
convexe donc le graphe de f se trouve en dessous de celui de L : f(z1) < L(z;) = 0 =
f(&). Et comme f est strictement croissante on en déduit que x; < £. Donc P est vraie.
e Soit n € N, supposons que P, est vraie. En particulier f(z,,1) < 0 (on a 2,41 < &
et f est strictement croissante). On raisonne ensuite exactement comme ci-dessus. ;o
est I’unique zéro de la fonction affine L passant par (2,41, f(n41)) et (b, f(b)). Comme
f(zpe1) < Oet f(b) > 0onadonc x,.1 < T,1o < b. Par ailleurs, f est strictement
convexe donc le graphe de f se trouve en dessous de celui de L : f(x,42) < L(z,42) = 0.

Et comme f est strictement croissante on en déduit que x,,1» < £. Donc P, est vraie.
O

Corollaire 2.9. La suite (z,,),, converge vers £.

Démonstration. La suite (z,), est croissante et majorée par £ donc elle converge et sa limite ¢
vérifie a < ¢ < € < b. Par ailleurs, en passant a la limite dans (2.4) on a

_ ) b1l - )
~ ) - f(0) (b—0)f(6) =0.

Comme ¢/ < bona f({) =0etdonc ¢ =¢&. O

14

On va maintenant chercher a estimer I’erreur entre x,, et £&. La Proposition 2.7 donne pour tout n
‘xn-i-l - §| < _‘xnﬂ-l - anxn-i-l - b|>
2m
ce qui permet de déterminer un test d’arrét : si € > 0 est la précision souhaitée, on arréte des que

M
%|xn+1 — x|z — b < e.

On peut en fait montrer que la convergence de cette méthode est linéaire (d’ordre 1, voir la Défini-
tion 2.1).

Proposition 2.10. Si f est C? sur [a, b] avec f(a)f(b) <0, f' > 0et f" > 0, alors la convergence
de la suite (x,,),, définie en (2.4), vers l'unique zéro & de f dans |a, b est d’ordre 1.

Démonstration. Le DL, de f en ¢ s’écrit f(x,) = f'(&)(z, — &) + o(x, — &), d’ol
(@0 =& f(0) = (0= & f(zn) _ (w0 = EIf(0) = ['(E)(b—&)] + o(an — &)

S T ) = ) - 70) +ol1)
Ainsi
Top1 =& f(0) = f(OO-E&
Ty — § - f(b) B

Comme f est strictement convexe, la Proposition 2.5 assure que ¢ > 0 ce qui prouve que la
convergence est bien d’ordre 1.

N.B. Comme f" > O onac < 1, ce qui prouve a nouveau que (x,), tend vers £. On a en fait
|z, —&] >~ " O
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2.5 Meéthode de Newton

La méthode de Newton a une similitude avec la méthode de la sécante : a chaque itération on utilise
une approximation affine. La différence est qu’on va utiliser la tangente a la courbe plutdt que la
corde. Tout comme dans la section précédente on supposera que f(a)f(b) < 0, et que f" et f” sont
strictement positives. En particulier la fonction f posséde une unique zéro £ € [a, b).

Si ¢ € [a, b], 1a tangente & la courbe Cy au point (¢, f(c)) a pour équation y = f'(c)(z —¢) + f(c).
Elle coupe I’axe horizontal au point d’abscisse

f(e)
f'(e)

(2.5)

r =C—

FIGURE 1.7 - Méthode de Newton

Comme pour la méthode de la sécante, I’idée est ensuite d’itérer la procédure en prenant comme
nouvelle valeur de c I’abscisse z obtenue par (2.5). Il faut pour cela s’assurer que I’on reste bien
dans [a, b].

Lemme 2.11. Soit f de classe C*? sur [a, b] telle que ' > 0, f" > 0 et f(a)f(b) < 0. Soit c € [¢, V]

etr :=c— ]{c,((cc)).Alorsf’ <z <c<b.

Démonstration. Puisque f' > 0, f est strictement croissante et donc f(c) > f(£) = 0. On obtient
donc = < c.

Par ailleurs, la fonction f est convexe (f” > 0) donc, d’apres la Proposition 2.5, son graphe est
au-dessus de celui de sa tangente. Appliqué en £ cela donne

j _
7(0)

FOE—-a)+fle)<f(§)=0 = ¢{<c-
m

On va maintenant itérer cette procédure en partant du point b. On considére donc la suite (z,,),
définie par

Sy WeN (2.6)

ro = b, Tpa1 = Ty —
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Le lemme ci-dessus montre que cette suite est bien définie, décroissante et minorée par I’unique

f0) _
70) & f(0) = 0.

zéro £ de f dans [a, b]. Donc la suite converge et sa limite ¢ vérifie { = ( —
Autrement dit la suite (x,,), converge vers &.

On va maintenant estimer 1’erreur entre x,, et £&. On montre le résultat suivant.

Proposition 2.12. La convergence de (x,,), vers £ est d’ordre 2.

Bien que la méthode semble a premiere vue similaire a celle de la sécante, on approche f par une
fonction affine, on voit que la méthode de Newton converge en fait beaucoup plus vite.

Démonstration. On a

- f(zn) - f'(@n) (X0 — &) — fl,)
Tp41 — 5 =Tp — f/(xn> - f - f/(xn) :
Comme f(£) = 0, la formule de Taylor-Lagrange en x,, assure I’existence de (,, € [{, x,,] tel que
0= 1) = Fa) + /)€ — ) + TS 2
o 1(¢,)
LTp41 — = 2f’(;n) ($n - 5)2

Finalement, puisque f est C? et que z,, — £ (et donc ¢, — &) ona

notoo (1, —€)* 2f'(€)

ce qui prouve bien que la convergence est quadratique. a

7&07

Exemple 2.1. Soit a > 0 et f définie par f(x) = x*> — a. On peut vérifier que f' et " sont

strictement positifs sur R*.. Par ailleurs la fonction f a un seul zéro dans cet intervalle : \/a. La
méthode de Newton appliquée dans ce cas conduit a I’étude de la suite définie par récurrence

1 a
Tnt1 = 5 <In+ I_> .

Cette méthode de calcul approché d’une racine carrée est connue sous le nom d’algorithme de
Babylone.

Remarque 2.6. On donne ici un autre point de vue sur la méthode de Newton pour tenter d’éclairer
la vitesse de convergence de celle-ci : quadratique au lieu de linéaire.

Le théoreme du point fixe affirme la chose suivante (voir TD de Calcul Différentiel) : si I est fermé
et ¢ : I — I est une fonction contractante, i.e. telle qu’il existe k € [0, 1] tel que pour tous x,y € I
onalp(y) — ()| < kly — x|, alors v admet un unique point fixe £ € 1, i.e. tel que (&) = &. De
plus la suite (x,,),, définie par récurrence par xo € I et x, 1 = @(x,) converge vers &. Si o est de
classe C1, la formule de Taylor montre alors que

i1 = & = lo(zn) — @) = |¢'(€) (zn — &) + o(zn = ).
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Si ¢ (&) # 0 la convergence est alors linéaire (on parle de point fixe attractif). Si par contre

¢'(&) = 0 alors Lg — 0 et on dit que le point fixe est super-attractif. Si par exemple o est
x

C?, que ' (&) = 0 mais ¢"(£) # 0 alors la convergence est quadratique.

On s’intéresse ici aux racines d’une fonction f donnée. Pour se ramener au théoreme du point fixe
on peut bien sur prendre p(x) = x + f(x) mais on peut aussi prendre une fonction @ un peu plus
générale, de la forme

p(x) =z + f(x)g(x).

Si & est un zéro de f ce sera bien un point fixe de p, et pourvu que la fonction g ne s’annule pas la
réciproque est vraie, autrment dit f (&) = 0 ssi o(&) = . La suite (x,,),, définie par x,11 = p(x,)
fournit donc un algorithme d’approximation de &, et cette approximation sera d’autant meilleure
que ' (€) est petit. En particulier si ©'(£) = 0 (et que la fonction est C?) la convergence sera au
moins d’ordre 2. L’idée est donc de choisir la fonction g telle que ¢'(£) soit le plus petit possible
en valeur absolue, et si possible soit nul. Or on a

©'(€) =14 f(€)g(&) + f(£)g'(§) = L+ f(£)g(E),

1
puisque f(&) = 0. Il suffit donc que g vérifie g(§) = _f’(£)' Comme on ne connait pas la valeur
de & (on en cherche précisément une valeur approchée), et donc de f'(€), la meilleure solution est
de prendre g = 5 La suite (x,), est alors définie par
f(xn)
Tpgr = P(xy) = T — Flan)

ce qui est précisément la méthode de Newton.



Chapitre 3

Approximation polynomiale

Les méthodes de calcul approché d’intégrales vues au Chapitre 1 reposent sur le fait de “remplacer”
la fonction f que I’on souhaite intégrer par un polyndéme P et d’approcher I’intégrale de f par celle
de P. Dans ce chapitre on étudie plus en détails la notion d’approximation polynomiale.

3.1 Interpolation de Lagrange

3.1.1 Existence et unicité du polynome d’interpolation

Soient f : [a,b] — R une fonction donnée et ag, ay, ..., a, dans [a,b] deux a deux distincts. On
notera A = {ao, . ..,a,} I'ensemble de ces points. On cherche un polyndme P tel que P(a;) =
f(a;) pour tout a; € A. Les a; sont appelés les noeuds d’interpolation. Dans la mesure du possible
on va chercher P de degré le plus bas possible. Si P est de degré £ on a “a disposition” k + 1
paramétres (les coefficients de P). En d’autres termes on traduit simplement le fait que R;[X] est
de dimension k£ + 1. Comme ici on aura n + 1 contraintes, la valeur de P en chacun des noeuds
d’interpolation a;, il est donc raisonnable de chercher a priori P de degré (au plus) n.

Proposition 3.1. Soient ag,ay,...,a, dans |a,b] deux a deux distincts et vy, ..., Yy, des réels
(pas nécessairement distincts). Il existe un unique polynéome P, € R, [X] tel que pour tout i €
{0,...,n} ona P,(a;) = y;. De plus, P, est donné par

Pn:iyiLi o Li(X) :HX_aj. 3.1)
=0

jAi 1T

Démonstration. Soit ¢ : R,[X] — R"*! définie par p(P) = (P(ap), ..., P(a,)). On vérifie
facilement que ¢ est linéaire et le résultat peut se reformuler de la facon suivante : ¢ est bijective.
Puisque R, [X] et R"™! sont tous les deux de dimension n + 1, le théoréme du rang montre qu’il
suffit de vérifier que ¢ est injective ou surjective.

Soit donc P € R,,[X] tel que p(P) = 0. On a P(a;) = 0 pour tout 7 et les a; étant tous distincts
le polyndme P a donc au moins n + 1 racines alors qu’il est de degré au plus n, c’est donc le
polyndme nul et ¢ est injective.
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On vérifie ensuite que pour tous i et j ona L;(z;) = d;; ol 6;; = 1 si¢ = j et vaut 0 sinon (symbole
de Kronecker). D’oli on vérifie qu’on a bien P,(a;) = y; pour tout j. a

Remarque 3.1. Au lieu de montrer que @ est injective on aurait pu montrer qu’elle est surjective.
11 suffit pour cela de vérifier que étant donné y = (v, . .., yn) € R"™! le polynome P donné par
(3.1) vérifie bien o(P) =y, i.e. P(a;) = y; pour tout i.

Corollaire 3.2. Soient f : [a,b] — R une fonction donnée et ay, ay, . . ., a, dans [a, b] deux a deux
distincts. Il existe un unique P, € R, [X] tel que P,(a;) = f(a;) pour tout i € {0,...,n}.

3.1.2 Erreur d’approximation

Si P, est le polyndme d’interpolation de Lagrange d’une fonction f associé aux points ag, . . . , Gy,
il est naturel de chercher a savoir quelle est ’erreur commise en remplagant f par P,, I'idée
étant qu’on utilisera ensuite P, en prenant par exemple fab P,(x)dx comme valeur approchée

de fa f (x) dx. 1l faut b1&;n Sur preciser ici ce qu’on entend par erreur. ‘On supposera toujours que
la fonction f est au moins continue sur [a, b]. Sur I’espace des fonctions continues sur [a, b] on
considere (voir le cours de Calcul Différentiel) 1a norme infini || f||oc = sup |f(z)|, et on cherche

z€a,b]
donc a estimer Ierreur || f — P,||co-

Si la fonction f est juste continue on ne peut pas espérer avoir la moindre estimation. En effet, il
n’y a alors aucune contrainte sur les variations de la fonction f entre deux noeuds d’interpolation
consécutifs. Il faut donc imposer plus de régularité a la fonction f.

Proposition 3.3. Soit f : [a,b] — R de classe C"™' et A = {ay, ..., a,} un ensemble de points
deux a deux distincts de |a, b]. Pour tout x € [a,b], il existe & € |a, b] tel que

wa(z)

(@) = Pole) = AT @),

n
y — e bl y . . .
ot wy(x) = | | (x — a;). En conséquence on a l’erreur d’approximation suivante
i=0

If = Pallo < loalloo L/ oo

(n+1)!

Lemme 34. Si g : [ — R est de classe C" et ay,...,a, deux a deux distincts sont tels que
g(a;) = 0 pour tout i alors il existe & € I tel que g™ (&) = 0.

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur n. Si n = 1 c’est le Théoréme de Rolle.
Sin > 2, on peut toujours supposer que les a; sont rangés dans 1’ordre croissant, et on applique
le théoreme de Rolle sur chacun des intervalles [a;, a;.1]. Il existe donc des b; € ]a;, a;.1][ tels que
g (b;) = 0. La fonction ¢’ est de classe C"~! et s’annule en chacun des points b;, : = 0,...,n — 1
donc par hypothése de récurrence il existe & tel que g™ (&) = (¢)* 1 (€) = 0. O
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Démonstration de la Proposition. On fixe x € [a, b]. Si x est I'un des q; le résultat est vrai pour
tout £ puisque dans ce cas f(a;) — P,(a;) = wa(a;) = 0. On suppose donc que x est différent de
tous les a;. La preuve est inspirée de celle de la formule de Taylor-Lagrange et généralise celle du
Lemme 2.6. On considere la fonction

g(t) = f(t) = Pu(t) — awa(t),
ol « est choisi tel que g(z) = 0,i.e. « = %@’B(I). La fonction g est de classe C"*! et s’annule
en n + 2 points : z et les a;. Ces points sont deux a deux distincts donc, d’apres le lemme, il existe
€ € [a,b] tel que

0= gD(€) = fFrHD(€) — PII() — aw (T (€).

Par ailleurs P, est un polyndme de degré au plus n donc P est nul, et w4 est un polyndme

unitaire de degré n + 1 donc wg"“) (&) = (n+ 1)!. On en déduit que

fl@)—P,(x)  fr(g) owal®) L
e _a_—(n+1)! — f(x)—Pn(x)——(n+1)!f( )(&).

|

Remarque 3.2. Le résultat ci-dessus montre que I’erreur d’approximation dépend des variations
de la fonction f, via le terme || f"+)|| : plus la fonction oscille moins bonne est I’approximation,
ce qui n’est pas surprenant. Elle dépend aussi du choix des noeuds d’interpolation, c’est le terme
|\walloo- En particulier, il n’est pas toujours vrai que I’erreur d’approximation diminue lorsqu’on
augmente le nombre de points d’interpolation : les dérivées successives de f pez|4|venﬁ étre de plus
WAoo

(n+1)!

n+l)||

en plus grandes et le terme || f' ~ e pas étre compensé par par le terme s cest le

phénomene dit de Runge (voir par exemple []], Module IV.8. - Section 3).

3.1.3 Stabilité du polynome d’approximation

De facon générale, I’étude de la stabilité consiste a savoir comment varie le résultat lorsqu’on
change (perturbe) les données initiales. On y reviendra dans le Chapitre 4.

Dans la pratique les valeurs de la fonction f que I’on interpole aux points a; ne seront pas forcé-
ment connues avec exactitude. Elles auront par exemple été calculées avec un ordinateur qui n’en
donnera ainsi qu’une valeur approchée ou bien simplement été obtenues a partir d’instruments de
mesures. La question est de savoir comment une erreur sur les f(a;) se répercute au niveau des
polyndmes d’interpolation. En d’autre termes quel est 1’écart entre le polyndme d’interpolation P,
associé a f et le polyndme d’interpolation (),, calculé a partir de valeurs y;, en fonction des écarts

flai) — yi.
On a, avec les L; définis par (3.1),

Puw) =3 fla)life) et Qula) =D ulila)
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On en déduit la majoration suivante :

|P(z) — Qn(2)] =

Sion note A,, := on a alors

Z | Li]
=0

[e.9]

”Pn - Qn“oo < An miax ’f(al) - yi“

L’erreur commise sur les valeurs f(a;) est a priori amplifiée par la constante A,,, appelée constante
de Lebesgue. Cette derniere s’exprime en terme des fonctions L;, elle dépend donc uniquement du
choix des points a,. De facon générale on ne peut pas faire mieux que 1’estimation ci-dessus. C’est
précisément ce que dit la proposition suivante.

Proposition 3.5. Soient ay, . . ., a,, donnés et distincts, et soit @,, : C°([a,b]) — R, [X] Iapplica-
tion qui a f associe son polynéme d’interpolation aux points a;, les espaces C°([a,b]) et R,,[X]

étant munis de la norme ||f| = sup |f(x)|. Alors @, est une application linéaire continue
z€la,b

‘sz‘\

i= 0

0
len(Fllse < Cllfllsc pour tout f € C%([a, b]).

et ||lenlll = An o A, = , l.e. \, est la plus petite constante C' > 0 telle que

Démonstration. La linéarité de ¢,, est évident et laissée a titre d’exercie. La continuité se montre
ensuite de la méme fagon que ci-dessus. Soit f € C°([a, b]). On a pour tout x

n

en(F) (@) =

< max|f(a) _Z |Li()|

< | fllo Y 1 Li(2)]
i=0
< A flleos

et donc ||, (f)]leo < Apllf|loo> ce qui prouve que ¢, est continue et que |||¢y, ||| < A,.
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Pour montrer 1’égalité on va chercher une fonction f telle que ||, (f)]lcc = An||f||oo- Pour avoir
égalité dans le calcul précédent on prend zy € [a,b] tel que > |L;(zo)| = A, (c’est toujours
possible puisqu’on a une fonction continue sur [a, b] qui est un segment). On choisit ensuite une
fonction f telle que pour tout ¢ on ait |f(a;)| = ||f||- (cela impose juste la valeur de f au a;.
Finalement on choisit le signe de f(a;) de facon a ce que f(a;)L;(xo) soit positif pour tout i. Au
point x, toutes les inégalités ci-dessus sont des égalités, autrement dit |, (f)(x0)| = Anl|f||oo» €t
donc ||, (f)|lec = Anllfl|co- Il reste a s’assurer que f est continue, il suffit pour cela de la prendre
affine par morceaux, affine sur chacun des intervalles [a;, a;11] (on peut toujours supposer les a;
dans I’ordre croissant) et constante a gauche de ag et a droite de a,,.

Remarque 3.3. La valeur de la constante \,, dépend uniquement du choix des noeuds d’interpola-
2n+1

tion. On peut montrer par exemple que si on choisit des points équidistants alors \,, ~ ﬁ :
enln(n
la constante A\, croit trés rapidement avec le nombre de points, voir par exemple [, 3].

3.2 Approximation L? et polynémes orthogonaux

3.2.1 Généralités sur ’approximation polynomiale

On a vu dans la section précédente une facon d’approcher une fonction f donnée par un polyndme
ainsi qu’une estimation de I’erreur commise. Une question qui se pose naturellement est “ce choix
de polynome est-il le meilleur ?”” Il faut également préciser dans quel sens il serait le meilleur. Une
seconde question est “si j’augmente le nombre n de points 1’approximation est-elle meilleure ?
Tend-elle toujours vers f lorsque n augmente ?” Les réponses a ces deux questions sont non et
non! Le choix n’est pas forcément le meilleur et ’erreur ne tend pas forcément vers 0 lorsque n
augmente. Pire, cette derniere peut méme augmenter (phénomene de Runge).

Le premier résultat est assez général et concerne 1’existence d’une meilleure approximation.

Théoréme 3.6. Soit || || une norme quelconque sur C°([a,b]). Pour tout f € C°([a,b]) et pour
tout n € N il existe au moins un polynéme de meilleur approximation dans R, [X], i.e. il existe
P, € R,[X] tel que

If = FPull = inf |If =@l

QER,[X]

Démonstration. Tout repose sur la continuité de la norme et le fait que R, [X] est de dimension
finie. On considere la fonction @ — || f — Q|| de R,,[X] dans R. Elle est continue (continuité de la
norme, voir le cours de Calcul Différentiel). On remarque ensuite que

inf [|f = @Qf <I[[f =0l =|fl

QEeR,[X]

Si 111 > 21/l ona [Q = £1| = Q] = 1] > 1] ol on déduit que
int (f - Q= _inf [1f - Q.

QER,[X] B(0.2]171)
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ou B(0,2]|f]]) est la boule fermée de R,,[X| de centre 0 et de rayon 2| f||. Comme R,,[X] est de
dimension finie, B(0, 2| f||) est un compact et donc (fonction continue sur un compact) il existe
P e B(0,2||f]]) € R,[X]tel que

|f=Full= inf |f-Q[= inf [f-@Q]
QERy[X] QER,[X]
B(0,2]|£1))
O

Remarque 3.4. Le théoreme assure que pour tout choix de norme il existe un polynome de meilleure
approximation, mais il n’y a pas toujours unicité. Cela dépend du choix de la norme. C’est vrai
pour la norme || ||, ¢’est également vrai pour la norme || ||2 (voir la Section 3.2.2).

On termine cette section avec le Théoreme de Weierstrass qui concerne I’approximation uniforme
d’une fonction continue par des polyndmes.

Théoréme 3.7 (Weierstrass). Soit f € C°([a,b]). Il existe une suite de polynémes (P,,),, telle que
lim || f — Pulloc = 0.
n—oo

En d’autres termes, ce théoréme dit que pour le choix de la norme || || la suite des polyndmes de
meilleure approximation converge vers f : I’erreur tend vers 0.

Démonstration. On va donner une preuve constructive (la suite (P,),, sera explicite) de ce théo-
reme en utilisant les polyndmes dits de Bernstein.

On commence par remarquer qu’il suffit de considérer le cas ou [a,b] = [0, 1]. En effet, si f €
C°([a, b]) alors la fonction g(t) = f(a + t(b — a)) est continue sur [0, 1]. Si @Q,,(t) est une suite
de polyndme qui converge uniformément vers g sur [0, 1] alors la suite de polyndmes P,(z) =
Qn (£2) converge uniformément vers f sur [a, b]. En effet, pour tout = € [a, ]

P = sl =@ (5=2) = (522 < 10u - gl

Soit donc f € C°([0,1]). Pour tout n > 1 on définit le polyndme

By(z) = kzi;f (%) (Z) 2 (1 — z)"*,

On va montrer que ||B,, — f||sc — 0. Soit donc ¢ > 0, on montre que pour n assez grand || B,, —
flls < €, en utilisant une approche probabiliste. La fonction f est continue sur [0, 1] donc d’apres
le Théoreme de Heine elle est uniformément continue. Il existe donc 6 > 0 tel que

[z =yl <o = [f(x) = fly)l <e (3.2)

Soit maintenant x € [0, 1]. Pour tout n on considére une variable aléatoire .S,, de loi binomiale

Bin(n, x). Elle prend ses valeurs dans {0,...,n} et pour tout k£ on a P(S,, = k) = (Z) 2*(1 -

x)"~*. On peut ainsi écrire que
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On a alors, en utilisant que Z P(S, =k) =1,
k=0

> (7 (%) - s ) rs =

k=0

[ Bn(z) — f(2)] =

n

< Y| (%) - s pes,=p
k=0

< ¥ f(%)—f(x) S, =h)+ 3 f<§)—f(:v) P(S, = k)
& —a|<s l%—xlz&

< e S BS =2l Y P(S
|E—al<s |E—af>s

< 5+2||f||OOIP><%—x 25).

Comme E(S,,) = nx et Var(S,) = nx(1 — x), I'inégalité¢ de Bienaymé-Tchebychev donne

"

On montre facilement que pour tout x € [0,1] ona z(1 —z) < 1 3, et ainsi pour tout z € [0, 1] et
tout n on a

&—:p‘ 25) = P(|S, —nz| > nd) < Var(Sy) = a:(l—x).

n n242 no2

Ml
B —
B(e) = f)] S e+ b
et donc T
1Bn = flloo < &+ 55 (3.3)
Pour n assez grand on a donc bien || B,, — || < 2¢. O

Remarque 3.5. Si f est L-Lipschitzienne, i.e. |f(x) — f(y)| < Llx — y| pour tous x,y € a,b),
(c’est le cas par exemple si f est C' avec L = || ||« d’apres Uinégalité des accroissements finis)
on peut prendre 0 = ¢ et (3.3) devient

L? .
| Bn — flloo swﬂ, Ve > 0, Vn € N*.
2ne?

Pour un n donné, on peut chercher pour quelle valeur de € > () le membre de droite est minimum,

ce qui donnera la meilleure estimation possible de I’erreur entre f et B, que l’on puisse obtenir

L2 flloo

5pza sur |0, +ool montre

par le calcul précédent. Une étude rapide de la fonction g(c) = ¢ +

2 1/3 1/3
que le minimum est atteint pour € = (%) et vaut alors % <%> . Autrement dit, si f

est L-Lipschitzienne on a l’erreur d’approximation suivante

3L ot

1Bn = flloo < =5 75— VneN-
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3.2.2 Polynome de meilleure approximation >

On va s’intéresser ici au polyndme de meilleure approximation pour la norme L2 :

i1 = ([ staa) "

Cette norme a le gros avantage de provenir d’un produit scalaire.

b
Proposition 3.8. La forme bilinéaire (f,g) := / f(z)g(z) dz définit un produit scalaire sur

C%([a, b)) et || f||2 est la norme associée.
Exercice 3.1. Démontrer la propostion ci-dessus.
On ne le précisera pas dans la suite mais le produit scalaire dépend de I’intervalle [a, b].

Théoréme 3.9. Pour tout f € C°([a,b]) et tout n € N il existe un unique P, € R, [X] tel que

— P,||lo= inf — . 34
£ = Palla = it 1 = QL G4
On a la caractérisation suivante : P, est 'unique polynome P € R, [X] vérifiant

i.e. c’est Uunique élément de R,,[X] tel que f — P € (R,[X])" .

Remarque 3.6. Ce résultat est un cas particulier du résultat plus général suivant : si E est un es-
pace vectoriel (ici C°([a, b])) muni d’un produit scalaire et F (ici R, [X]) un sous-espace vectoriel
fermé de E alors pour tout u € E il existe un unique v € F tel que |[u — v|| = inf e p ||u — w]|, et
c’est 'unique élément de F tel que (u — v, w) = 0 pour tout w € F.

Démonstration. L’existence de P, est un cas particulier du Théoréeme 3.6. Il reste 2 montrer
I’unicité et la caractérisation (3.5).

On montre d’abord la caractérisation de P, c’est-a-dire que P, vérifie (3.4) si et seulement si P,
vérifie (3.5). Supposons d’abord que P, vérifie (3.5). Soit Q € R, [X], on écrit

If = QU3 =IIf = Put P = QI3 = lf = Pulls + [| P = QI3 + 2(f — P, P, — Q),
ol on a utilisé (bilinéarité du produit scalaire)
la+0l3 = (a +b,a+b) = [|alf5 + 2(a, b) + [[b]5.

Ona P, — @ € R,[X] donc par hypothese (f — P,, P, — Q) = 0. On en déduit que pour tout
Q €R,[X]ona
1f = QI = Ilf = Pallz + 12 = QI3 = [If = Fall3,

et donc P, vérifie (3.4).
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Réciproquement, supposons que P, vérifie (3.4). Pour tout @) € R,[X] on a

If =Pl < If = QI = If = Pallz + 1 P0 = QU3 + 2{f — P, P — Q)
= P = QI +2(f — P, P — Q) 2 0.

On applique cette inégalité au polyndme @, = P, — tQ out € R. On a bien Q; € R,[X] et
P, — Q; =tQ donc
QIS +2t(f — P, Q) > 0.

Cette inégalité est vraie pour tout ¢t € R donc le discriminant A du polyndme du segond degré (en
t) 12)|Ql|3 + 2t{f — Py, Q) vérifie A < 0.0r A = 4(f — P,,Q)*, onadonc (f — P,,Q) = 0 ce
qui prouve que P, vérifie (3.5).

On montre finalement I’unicité. D’apres ce qui précede il suffit pour cela de vérifier qu’il y a un
unique polynéme P vérifiant (3.5). Soient P et P deux éléments de R, [X] vérifiant (3.5). Pour
tout @ € R,[X]ona )

(f-PQ) =0 et (f-PQ)=0

En faisant la différence de ces deux équations on obtient
On applique cette identité au polyndéme @ = P — P ce qui donne ||P — P||2 = 0 et donc P = P.

a

Tout comme pour la norme uniforme on peut alors montrer que lorsque n augmente la suite des
polyndmes de meilleure approximation L? tend vers f.

Théoreme 3.10. Pour tout n € N on note P, 'unique élément de R,,[X] vérifiant

If = Pall2=_inf [[f — Q2.

QER,[X]

Alors lim ||f — P,||2 = 0.
n—oo

Démonstration. Soit ), € R,[X] telle que || f — Qnlloc — 0. Une telle suite existe d’apres le
Théoreme de Weierstrass. Par définition de P, on a

I = Palla < I = @ull
Par ailleurs,
b b
I1£=Qul = [ (@) = Q)P de < 17 = Quli [ do = 6= a)llf = Qul.

On obtient donc

If = Fallz < Vb —allf = Qullo,

et le résultat découle du Théoreme des gendarmes. O
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3.2.3 Polynomes orthogonaux

On voudrait maintenant pouvoir calculer le polyndme P, de meilleure approximation L?. La encore
le fait que la norme provienne d’un produit scalaire facilite les choses. On sait que P, € R, [X].
Pour connaitre P, il suffit d’avoir ses coordonnées dans une base donnée. La premiere base qui
vienne 2 Iesprit est bien sir la base (1, X, X2 ..., X™). Ce n’est cependant pas la base la plus
adaptée ici. Quand on a un produit scalaire le mieux est d’utiliser une base orthonormée pour
ce produit scalaire. Pour tout n ’espace vectoriel R, [X] est de dimension finie donc il possede
des bases orthonormées (voir le cours d’Algebre Bilinéaire de L.2). De plus on peut en construire
explicitement a 1’aide du procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt.

Proposition 3.11. /] existe une unique suite (p,),, de polyndmes telle que
1. pour toutn € N, p,, est de degré n et son coefficient dominant est 1.
2. pourtousn # m € Non a (p,, pm) = 0 (famille orthogonale).

Remarque 3.7. La famille (p,,), n’est pas orthonormée puisqu’on n’a pas nécessairement ||p,||2 =

1. C’est un choix de convention dans la définition des p,,. Pour obtenir une famille orthonormée il
Pn

(2 PY

suffit de considérer p,, =

Remarque 3.8. Le produit scalaire dépend de lintervalle |a,b|, les polynomes p,, en dépendent
donc également.

Démonstration. L’existence provient de I’application du procédé de Gram-Schmidt a partir de la
famille (X™),cn. On rappelle que par construction on aura, pour tout n € N,

Vect(po, - .., pn) = Vect(1, X, ..., X") = R, [X],

d’ol on déduit que p,, est de degré exactement n et, quitte a le multiplier par une constante, on peut
donc toujours se ramener au cas ou son coefficient dominant est 1.

On montre 1"unicité. Soient (p,,),, et (¢, ), deux telles suites. Etant donné n € Non a (p,,,px) =0
pour tout k < n donc p, € (Vect(po,...,pn_1))" = R,_1[X]*. De méme ¢, € R, ;[ X]*+ d’on
Pn— qn € R, 4[X ]l. Or p, et g, sont de degré n et ont coefficient dominant 1. Donc p,, — ¢, €
R, 1[X]. Ainsi p, — g, € R, 1[X] N Rn—l[X]J_ et donc [|p, — QnH% = (Pn = Gn,Pn — @n) = O et
donc p,, — q, = 0. O

Exemple 3.1. On prend [a,b] = [—1,1]. On montre comment construire les premiers polynémes
orthogonaux. On a clairement py = 1. Le polynéme p, est de la forme pi(z) = x + a o a € R
est tel que

1
o=<p1,po>:/ (2 + a) de = 20,

1
d’on p(z) = .
Le polynéme p, est de la forme po(z) = 22 + ax + B o a, 3 € R sont tels que

1 92 1 9
O:<p2ap0>:/ 5C2+04~’U+5d9€=§+25 et O:<p27]?1>=/ :c3+oz:c2+ﬁscdx:?a.
1 1
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On en déduit que ps(x) = 2* — 3.
n! d”

(2n)! dz» ((2* = 1)"). Ces polynomes sont

On peut montrer que pour tout n € N on a pn(x) =

appelés polynomes de Legendre.

Exercice 3.2. On note p,, les polynomes de Legendre de 1’exemple précédent. Montrer que la

famille (g, ),, définie par
(z) = b—a\" 20 —a—">
(@) =5 p|—5—

est la famille des polyndmes orthogonaux relatifs a I’intervalle [a, b].

Remarque 3.9. La notion de polynémes orthogonaux est plus générale que celle vue ici, voir par
exemple le Module VI.1 de []]. Etant donnés un intervalle |a,b| et une fonction w :]a,b[— R
b

continue, positive, non identiquement nulle et telle que pour tout n € N l’intégrale / 2"w(x) dx
a

b
converge, une telle fonction est appelé un poids, 'application (P, Q),, := / P(z)Q(x)w(x)dx

définit alors un produit scalaire sur R[X|. On peut ainsi définir la famille deapolynémes orthogo-
naux relative a ce produit scalaire. Les polynémes de Legendre correspondent au cas w = 1 sur
Uintervalle | — 1, 1[. Par exemple, la fonction w(z) = e~ définit un poids sur R et les polynomes
orthogonaux correspondant sont appelés polynomes de Hermite.

Théoréme 3.12. Soit f € C°([a, b]). Alors pour tout n € N le polyndme de meilleure approxima-
tion L* de f dans R,,[X] est donné par

o k>
=0 [yzalb

ott (pp)n est la suite de polynémes orthogonaux donnée par la Proposition 3.11.

Démonstration. D’apres le Théoreme 3.9, P, est caractérisé par le fait que (f, Q) = (P,, Q@)
pour tout @ € R,[X]. Comme R, [X] = Vect(py,...,p,) il suffit donc de montrer que pour tout

7=0,...,nona
N - <f7pk> )
<f7p]> <k§:0 HpkH% pkvp]> .

En utilisant le fait que les p; sont orthogonaux on a, pour tout j = 0, ..., n,

<Z JATR pj> ey BB

k
 lpell3 = iz P51z

Remarque 3.10. En combinant le Théoreme ci-dessus avec le Théoreme 3.10 on pourra écrire

f= f:fpk

0 pkHQ
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Cette égalité est a comprendre dans le sens lim || f — E %pk = 0. Elle est a rapprocher
DPkll2
2

n—oo

k=0

de ce qu’on fait en séries de Fourier quand on écrit

fa@) =" ai(f)cos(kz) + by(f) sin(kz).

keN

Attention, cela ne veut pas dire que les ploynomes orthogonaux forment une base au sens algé-
brique du terme. Il faudrait pour cela pouvoir écrire f comme une somme finie de py, ce qui n’est
possible que si la fonction f elle-méme est un polyndome.



Chapitre 4

Résolution numérique des équations
différentielles

4.1 Quelques aspects théoriques

Avant de s’intéresser a la résolution approchée d’équations différentielles on va commencer par
présenter quelques résultats généraux, en particulier concernant I’existence et I’unicité de solu-
tions : avant d’essayer d’approcher la solution il est important de savoir si on “approche quelque
chose” et si oui “ce qu’on approche”.

Dans tout le chapitre I est un intervalle ouvert de R, © un ouvert de R? et f : [ x Q — R une
fonction. On s’intéresse aux équations de la forme

y'(t) = ft,y(1), 4.1)

ou y est une fonction dérivable de ¢ a valeurs dans €2. Une telle équation est dite du premier ordre
et mise sous forme résolue (il n’y a pas de coefficient devant le y/).

Définition 4.1. On appelle solution de 1’équation différentielle (4.1) tout couple (y,J) o J C I
est un intervalle d’intérieur non-vide et y : J — () est une fonction dérivable vérifiant (4.1).

Remarque 4.1. L’intervalle J peut a priori étre plus petit que ’intervalle I sur lequel est définie
la fonction f (voir ’exemple ci-dessous).

Exemple 4.1. Soit f la fonction définie sur I x Q = R x R par f(t,y) = y>. On peut montrer que,
a part la solution nulle, les solutions sont les fonctions de la forme y(t) = ﬁ, oua € R, définies
(au maximum) soit sur lintervalle | — 0o, a| soit sur |a, +00o et donc en aucun cas elles ne peuvent
étre définies sur I = R.

Remarque 4.2. Une équation différentielle de la forme y™ = f(t,y, v, ...,y ")) est dite (ré-
solue) d’ordre n. Elle peut toujours se ramener a une équation du premier ordre. En effet, en
posant Y (t) = (y(t),y'(t),...,y""D(t)) alors Y est solution de I’équation Y'(t) = F(t,Y (t))
o F(t,yo, .- Yn—1) = (W1, s Yn-1, f(t, Y0, - -+ s Yn—1))-
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Pour une équation différentielle du premier ordre on précise souvent en plus une condition initiale
du type y(to) = yo ou (tg,yo) € I x 2. Trouver une solution (y, J) de (4.1) vérifiant une condi-
tion du type y(to) = yo avec J voisinage de t, est appelé probleme de Cauchy. Un des principaux
résultats sur les équations différentielles est le théoreme dit de Cauchy-Lipschitz concernant I’ exis-
tence et I'unicité des solutions du probleme de Cauchy. On rappelle d’abord la notion de fonction
(localement) Lipschitzienne qui apparait dans ce théoreme.

Définition 4.2. 1. Une fonction f : I x Q0 — R? est dite (globalement) Lipshitzienne par rapport
a la seconde variable s’il existe k > 0 tel que pour toutt € I et tous y1,ys € QL on a

||f(t’y1) - f(tva)H < kHyl - y2||

La constante k est appelée constante de Lipschitz, on dit aussi que f est k-Lipschitzienne.

2. Une fonction f : I xQ — R est dite localement Lipshitzienne par rapport i la seconde variable
si pour tout (to, yo) € I x il existe un voisinage V' de (ty,yo) et k > 0 tel que pour tous (t,y;)
et (t,ys) dans V on a

(8 y1) = F (s g2) || < Fllya = o2l

Proposition 4.3. Si f est de classe C' alors elle est localement Lipshitzienne par rapport a la
seconde variable.

Démonstration. C’est une conséquence de 1’inégalité des accroissements finis (voir le cours de
Calcul Différentiel). Il suffit en fait que f possede une différentielle partielle par rapport a la se-
conde variable et que cette derniere soit continue. O

Théoréme 4.4 (Cauchy-Lipschitz). Soit f : I x Q — R continue et localement Lipshitzienne par
rapport a la seconde variable. Pour tout (to,yo) € I x S il existe une solution (y, J), avec ty € J,

au probleme de Cauchy

/ —
y(to) = Yo

Cette solution est localement unique dans le sens suivant : si (y1, J1) et (ya, Jo) sont deux telles

solutions alors y,(t) = ya(t) pour tout t € Jy N Jy (qui est un intervalle non-vide contenant t).

Remarque 4.3. Le théoréme reste vrai si on remplace R? par E espace de Banach.

Remarque 4.4. Le théoreme ci-dessus affirme [’existence d’une solution définie sur un voisinage
de ty. Par ailleurs, si on a deux solutions elles ne peuvent différer que par intervalle sur lequel
elles sont définies. Si on a deux solutions (y, J1) et (Y2, J2) on peut facilement voir que si J =
J1 U Jy et y est définie par y(t) = y;(t) sit € J; (il n’y a pas d’ambiguité puisque y, = yo sur
J1 N Jo) alors (y, J) est aussi une solution.

Vue la remarque précédente, il est naturel de chercher une solution dont I’intervalle J de définition
soit le plus grand possible, c¢’est la notion de solution maximale.

Définition 4.5. Une solution (y, J) de I’équation différentielle y'(t) = f(t,y(t)) est dite maximale
si toute solution (§, J) telle que J C .J et y(t) = §j(t) pour tout t € J (on dit que (§, J) est un
prolongement de (y, J)) vérifie J = J. Autrement dit, il n’existe pas de solution qui coincide avec
y sur J et définie sur un intervalle plus grand que J. Ou encore, le seul prolongement de la solution
(y, J) qui soit aussi solution est elle-méme.
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On peut alors reformuler le Théoreme de Cauchy-Lipschitz a I’aide de la facon suivante.

Théoréme 4.6. [Cauchy-Lipschitz] Soit f : I x Q — R? continue et localement Lipshitzienne par
rapport a la seconde variable. Pour tout (ty,yo) € I x §) il existe une unique solution maximale
(y, J) au probléme de Cauchy (4.2).

Démonstration. On montre simplement comment passer de 1’existence et unicité locale a celle de
solution maximale. On note S := {(y;, J;) solution du probleéme de Cauchy}. On prend J = UJ;
et on définit, pour t € J, y(t) = y;(t) sit € J;. A nouveau il n’y a pas d’ambiguité dans la
définition de y puisque y;(t) = y;(t) sit € J; N J;. On vérifie alors facilement que (y, .J) est une
solution et qu’elle est maximale par définition de .J. O

Remarque 4.5. On peut montrer que l’intervalle de défintion J d’une solution maximale est tou-
Jours ouvert, i.e. J =|T_ T, | avec éventuellement T_ = —oc et/ou T = +oc. Par ailleurs,
I’unicité permet d’affirmer que deux solutions maximales distinctes de I’équation différentielle ne
peuvent jamais prendre la méme valeur, i.e.

Fel, yut)#yAt) = VEel, yi(t) # ya(t)

En effet, s’il existe ty € I tel que y1(to) = y2(to) =: yo, alors y, et ys sont toutes les deux solutions
du probléme de Cauchy avec condition initiale y(to) = yo donc par unicité elles coincident. Pour
résoudre I’équation iy’ = y* on peut par exemple affirmer que si une solution y s’ annule alors c’est
la fonction nulle. Pour chercher les solutions non-nulles on peut alors légitimement écrire 5—; =1
puis intégrer des deux cotés.

La démonstration du Théoreme 4.6 n’est pas évidente, en particulier a cause du probleme de I’inter-
valle de définition de la solution qui peut étre plus petit que I’intervalle de définition de la fonction
f, voir ’Exemple 4.1. On va démontrer le cas particulier ci-dessous. L’esprit de la démonstration
est le méme que dans le cas général mais évite le probleme de I’intervalle de définition.

Théoréme 4.7 (Cauchy linéaire). Soient A : I — My(R), B : I — R? des fonctions continues
et f la fonction définie sur I x R? par f(t,y) = A(t)y + B(t). Pour tout (to,y0) € I x R le
probleme de Cauchy (4.2) admet une unique solution globale, i.e. définie sur I tout entier.

Démonstration. On commence par remarquer qu une fonction dérivable y est solution du pro-
bleme de Cauchy si et seulement si elle vérifie, pour tout ¢ € 1,

t
o) =+ [ (As)y(s) + B(s)) ds. @3
to
Existence : On définit par récurrence la suite de fonctions (y,,),, par
t
i) =m0, pen =m0+ [ (A(s) + Bl)ds (44
to

On va montrer que la suite (y,,), converge vers une fonction y solution de (4.3).
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On commence par montrer la convergence uniforme sur tout segment ./ C [ contenant t,. Soit .J
un tel segment. La fonction A étant continue, elle est bornée sur J. On note M4 := maxey || A(t)]|
(ici My(R) est muni de la norme matricielle associée a la norme choisie sur RY) et Mg =
maxey ||B(t)||. On a pour toutn > lettoutt € J,t > ¢,

/A(S)(yn<s)_yn—l(s))d8 < MA/t [yn(s) = yn-1(s)[ ds, (4.5)

to

s (8) — (O] = \

tandis que

() — wo(®)] = / (A(s)yo + B() ds|| < (Malloll + Mp)(t — 1), (46)

to

En raisonnant par récurrence on montre alors que, pour tout n € N,

Mg(t _ t0>n+1

(n+1) @7

[Yn41(8) = yn ()] < (Mallyoll + M)

En effet, (4.6) montre que le résultat est vrai pour n = 0. Supposons le résultat vrai au rang n.
D’apres (4.5) on a alors

t Mn(s_to)nJrl
nro(t) =y (D] < M M Mp)—4 d
Ioneaft) =y (O] < Ma [ (Maloll + ) 2400 s
MTZ-‘rl(t _ t0>n+2
< (M Mp)—4
< (Malloll + Mp) = =
On montre de la méme maniere que sit € J, t < iy, alors
Mn|t_t0|n+1
w1 () — ()] < (M Mp)—2— =
I3 (6) = 90 < (Malloll + M) =425
Finalement, pour tout ¢ € .J et tout entier n on a
Mn|J|n+1
(B — yn ()] < (M Mp)=—A—L
I3 (6) = s ()] < (Mlloll + Mp) 2,

ou |J| est la longueur de J et ot on a utilisé |t — t| < |J|. On en déduit que la série de fonction
n—1

> (Yn+1 — yn) converge normalement sur .J et donc uniformément. Comme y,, = yo + Z(yk+1 —
k=0

Y ), cela prouve la convergence uniforme de la suite (y,),, sur J. On note y sa limite, et en passant

a la limite dans (4.4) (on peut puisque la convergence est uniforme), la fonction y vérifie bien (4.3)

pour tout ¢ € J. Le résultat étant vrai pour segment J C [ il est aussi vrai pour tout ¢ € I.

Unicité : Soient y; et y, deux solutions. On note z = y; — y,. La fonction z vérifie alors z(ty) = 0
et pour toutt € [

z(t) = /tA(s)z(s) ds. (4.8)
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On montre que z est nulle sur tout segment J C [. Soit J un tel segment. On note M, :=
maxey ||2(t)]| et M4y := maxucy ||A(¢)]]. On montre alors par récurrence en utilisant (4.8) que
pour toutn € Nettout? € Jona

[t — to|™

l2(0)] < MMGE—O

/1"

et donc M, < M, M} J

. En faisant tendre n vers I’infini on en déduit que M, = 0 et donc 2

|
n!
est nulle sur .J. Ceci étant vrai pour tout segment ./ C [ on obtient que z est nulle sur / et donc
Y1 = Y2, C€ qui prouve I'unicité. 0

Du point de vue de la recherche de solutions approchées, le Théoreme de Cauchy-Lipschitz nous
permet de savoir ce qu’on approche : pourvu que la fonction f soit continue et localement Lip-
schitzienne par rapport 2 la seconde variable (par exemple si f est C'!) il y a une unique solution.
On est par contre confronté a la difficulté de connaitre I’intervalle J sur lequel elle est définie. 11
serait donc utile d’avoir des résultats permettant d’affirmer que celui-ci est I’intervalle I de départ.

Théoréme 4.8. Soit f : I x Q — R? continue, localement Lipschitzienne par rapport a la seconde
variable, (to, yo) € I X ety I'unique solution maximale du probléme de Cauchy. Onnote |T_, T, |
Uintervalle sur lequel elle est définie. Si T’y < sup I, resp. T > inf I, alors pour tout compact
K C Qil existe § > 0 tel que pour toutt €T, — 6, T [, resp. t €]T_,T_+ 5[, onay(t) ¢ K. En
particulier si Q = R% alors lim ||y(t)|| = +oc, resp. lim |ly(t)|| = +oo.

t—T t—=T_

Le théoreme ci-dessus affirme que si I'intervalle de définition d’une solution maximale n’est pas
I tout entier la solution y doit approcher le bord de I’ensemble de définition €2 de la fonction f
(sortie de tout compact). Dans le cas ot 2 = R? on parle aussi d’explosion en temps fini.

Exemple 4.2. On reprend la fonction f(y) = y* de I’Exemple 4.1. On considére le probléme
de Cauchy associé a la condition initiale y(0) = yo > 0. La solution est alors y(t) = —3
—1

—1
Yo —t
définie sur J =] — 0o,y [ OnasupJ = y,' < supl = +oo et ) = R. On peut vérifier que
lim y(t) = +o0.
t—=yy 1
Démonstration. On traite le cas 7, < sup [ et on montre la version plus faible suivante : pour tout
compact K C Qil existe tix € [to, T [ tel que y(tx) ¢ K, autrement dit y sort de tout compact K
au moins une fois (le théoreme affirme qu’a un moment donné elle n’y revient plus). On raisonne
par ’absurde. Supposons qu’il existe K tel que pour tout ¢ € [to, T'[ on ait y(t) € K. La fonction
f est continue sur le compact [to, 7'y] x K donc y est bornée. La fonction y/'(t) = f(t,y(t)) est
donc bornée sur [ty, T, [. D apres le théoréme des accroissements finis, pour tous s,t € [to, 7' [ on
a
ly(®) —y(s)[| < sup [y (W) x [t — s,
[to, T+ [
et le critere de Cauchy permet d’affirmer que la fonction y admet une limite y, lorsque t — T,
y/(t) = f(t7 y<t)>7
i y(Th) = ys-
tion maximale (g, J). On note alors Jey =|7, T [U J et on définit sur J,,; la fonction
yext<t) - { g(t) sit Z T+

On considere maintenant le probleme de Cauchy { Il admet une unique solu-
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On vérifie alors que Yy est une fonction dérivable sur J,¢ qui est un prolongement strict de y dans
le sens ot J ¢ J.. Cela contredit la maximalité de y.

Si Q = R? il suffit de prendre K = By(R) la boule de centre 0 et de rayon R. On a alors : pour
tout R il existe § > 0 tel que ||y(¢)|| > R pour tout t > T', — 0. C’est précisément la définition de
Tim [ly(8)]| = +oo.

*)T+

Remarque : la version plus faible démontrée ci-dessus s’écrirait lim sup ||y (¢)|| = +oc. O
t—Ty

On va utiliser le Théoreme 4.8 pour donner deux conditions suffisantes pour que la solution maxi-
male soit bien définie sur / tout entier.

Proposition 4.9. Soit f : I x R? — R? continue, localement Lipschitzienne par rapport a la
seconde variable. Si f est bornée alors pour tout (ty,y0) € I x R? le probleme de Cauchy (4.2)
admet une unique solution globale, i.e. définie sur I tout entier.

Démonstration. Si f est bornée alors pour tout ¢ € J (intervalle de définition de la solution
maximale) on a

< 1ol + [ flloclt — tol.

(6l -

%+[V@mmm

Cela prouve que si sup J < sup I alors y est bornée au voisinage de sup J, contredisant le Théo-
reme 4.8. O

Proposition 4.10. Soit f : I x R* — RY continue, globalement Lipschitzienne par rapport a
la seconde variable dans le sens ou il existe k : [ — R continue telle que pour tout t € I et
Y1, Y2 € R on ait

1 (8 y1) = F (& g)ll < BBy — v,

(f est globalement Lipschitzienne dans le sens ot la constante k peut dépendre de t mais pas de y).
Alors pour tout (to,yo) € I x RY le probleme de Cauchy (4.2) admet une unique solution globale

La preuve utilise le résultat suivant qui est tres utile en soi et que 1’on rencontre souvent.

Lemme 4.11 (Gronwall). Soient p, ¢ : [a,b]— R et a € R,. On suppose que 1 est positive et
pour toutt > a

o< <at [ vlelds
Alors pour tout t € |a,bl ona p(t) < aexp (/t¢(s) ds).

Démonstration. On note f(t) = o + fatw(s)go(s) ds. Par hypothese 0 < ¢(t) < f(t). On a
f'(t) = 9(t)p(t) et puisque ¢ est positive on obtient, pour tout ¢,

ft) <o) f(1).
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On définit alors g(t) = f(t) exp ( [la(s ) On a

410 = (70 - s ew (- [ (s) ) <

La fonction g est donc décroissante. Comme g(a) = f(a) = a on en déduit que

o(0) = e - /:ws)ds) <o e J0<aes [ uas

Puisque ¢(t) < f(t) cela prouve le résultat.

45

)

Remarque 4.6. Un cas partlculzer important est lorsque 1 est constante égale a 3 > 0. L’hypo-

these s’écrit alors p(t) < o+ ﬂ/ s)ds et la conclusion (t) < o=,

Démonstration de la Proposition 4.10. Soit (y, J) la solution maximale du probleme de Cauchy.

On a pour tout ¢

— y(to) + / £(s,y(s)) ds

et donc pour t > %,

ly@Il < Hyoll+/t|!f(8,y(8))—f(870)+f(8,0)|| ds

N

A

< ||yo||+/ ||st||ds+/ B(s)lly(s)]] ds.

to

Supposons que 7', := sup J < sup I. Pour tout ¢ € [ty, T [ on a alors

LIl < llvoll + / (5. 0) s+ / k() [lw(s)]] ds,

Vv
=«

et donc d’apres le Lemme de Gronwall on a

ly(t)] < acexp ( /t:k@ ds> |

< ||yo||+/ 1£(5.0) |ds+/ 1£(s,5(s)) — (5, 0)]] ds

Cela montre que y reste bornée lorsque ¢t — 7', en contradiction avec le Théoreme 4.8. O



46 CHAPITRE 4. RESOLUTION NUMERIQUE DES EQUA DIFF
4.2 Le schéma d’Euler

Dans la suite du chapitre on va s’intéresser a la résolution approchée du probleme de Cauchy (4.2).
On cherchera a résoudre 1’équation sur un intervalle du type [to, to + 7'|. C’est ici que les résultats
d’existence globale de solution sont utiles, ils permettent de savoir a priori sur quel intervalle on
pourra chercher une solution approchée. Dans toute la suite on supposera que la fonction f est
définie et continue sur [to,ty + T] x R? et est globalement lipschitzienne en y de constante de
Lipschitz L (la Proposition 4.10 assure ainsi I’existence globale de la solution).

On se donne une suite de points ¢y < t; < --- < ty = to + 1 et on va essayer d’obtenir des
valeurs approchées de la solution en chacun de ces points, i.e. des valeurs y,, proches des y(t,).
Pour simplifier on ne se placera que dans le cas d’une répartition uniforme des ¢, : t, = to + nh

T
ouh = N est appelé le pas (on a alors ¢,,.1 — t,, = h pour tout n).

La méthode d’Euler consiste a approcher la dérivée de y au point ¢,, par le taux d’accroissement
y(tn-i-l) B y(tn)

n ; . L’équation différentielle est alors remplacée, pour tout n = 0,..., N — 1, par
n+l1 = tn
y(tn 1) B y(tn>
L = tyt) = ylten) = y(tn) + RS y(t):
n+1 = n

La méthode d’Euler consiste donc a définir par récurrence

1o €tant donné (typiquement la donnée initiale du probleme de Cauchy).

Il y a une deuxieme facon d’appréhender le schéma d’Euler. Elle consiste a d’abord intégrer 1’équa-
tion différentielle en écrivant

tn+1

Y(tni1) = y(tn) + f(s,y(s))ds,

ln

puis a remplacer I’intégrale par une formule d’intégration numérique. Si on choisit la méthode des
tn+1

rectangles a gauche, on approche f(s,y(s))ds par (t,+1 — t,,) f(tn, y(t,)) et on retrouve
tn

Y(tnia) = y(tn) + hf (8 y(tn)).

Cette méthode est dite a un pas, le calcul de y,,11 ne fait intervenir que la valeur de y,, et pas les

valeurs antérieures, et explicite (une fois connu ¥, on calcule directement ¥,,,1). Si on utilisait
tn+1
la méthode des rectangles a droite dans I’approximation de f(s,y(s))ds on obtiendrait le
tn
schéma

Ynt1 = Yn + hf<tn+17 Z/n+1)~

C’est la méthode d’Euler dite implicite. Pour obtenir y,,.1 a partir de y,, il faut pouvoir “inverser”
la fonction y — y — hf(t,+1,y). On peut montrer que c’est le cas dés que hL < 1.
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On voudrait maintenant estimer 1’erreur commise dans la méthode d’Euler, c’est-a-dire majorer
(en norme) la quantité

en = Y(tn) = Yn,
appelée erreur de discrétisation, et en particulier voir si cette erreur tend vers 0 lorsqu’on diminue
la taille du pas (convergence du schéma). On va supposer que le point de départ y, est bien la
donnée de Cauchy et donc que ey = 0. On notera également

n = Y(tns1) — y(tn) — hf(tn, y(tn)). (4.10)

Cette erreur est appelée erreur de consistance. C’est I’erreur commise au point ¢, si la valeur
approchée au point ¢,, était exacte, i.e. si y, = y(t,).

Remarque 4.7. La définition de I’erreur de consistance n’est pas la méme dans tous les ouvrages.

t’I’L - tn . ~ n
On peut également rencontrer €,, = Y(tns1) = y(tn) — f(tn,yn), ie. &, = 8—

h h

On écrit alors

Cnt1l = y(thrl) — Yn+1
= [en +ytn) + 1f(tn, y(t2))] — [Yn + Af (L, yn)]
= enten+h[f(tn,yltn)) — f(tn, yn)l-

Comme f est L-Lipschitzienne par rapport a y, on en déduit que pour toutn =0,..., N — 1
lensall < (1+RLYfeall + lleall (“.11)
On va ensuite utiliser une version discréte du Lemme de Gronwall (Lemme 4.11).

Lemme 4.12 (Lemme de Gronwall discret). Soient (ay,), et (b,), des nombres positifs et C' > 0
tels que pour tout n
An+1 S (1 + C)an + bn

Alors on a, pour tout n,

n—1
an < (1+4C)ag+ Y bi(1+C)" .

j=0

Démonstration. On montre le résultat par récurrence sur n. Pour n = 0 le résultat est évident.

Soit n € N, supposons le résultat vrai au rang n. On a alors

n—1
tny1 < (1+0) ((1 +C)'ag + Y _bi(1+ C)"‘I‘J) + byt

j=0
n—1

< (14+C)"ag+ Y b1+ C)" + by
j=0

= (1+C)"Mag+ Y b(1+C)" .

J=0
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Remarque 4.8. On rencontre souvent ce Lemme avec comme conclusion

n—1
a, < e"Cay+ Z bjec("_l_j).
Jj=0

Ca découle directement de la version ci-dessus en utilisant I’inégalité 1 + C < €.

En utilisant (4.11) et le lemme, on en déduit que pour toutn = 0, ..., N — 1 on a (on rappelle que
eo = 0)

—_

n—

leall < (1 +hL)" |l (4.12)

<
Il
o

Pour voir si ||e,, || — 0 il faut pouvoir estimer les erreurs de consistance ||c;||. Afin de simplifier les
calculs on suppose que f est de classe C!. Toute solution y de 1’équation différentielle est alors de
classe C?. La formule de Taylor avec reste intégral a I’ordre 2 donne

tn41
Yltaer) = y(t) + /) + [ (b = )5,
tn

et comme y est solution de 1’équation différentielle on a /(t,,) = f(t,, y(t,)) et donc

en = Y(tur1) = y(ta) = hf(tn, y(tn)) = /t " (s — )y (5) ds,

On a ainsi, pour tout n € N,

tn+1 h2
leall < sup Iy ()] x / (trir —s)ds = = sup ly"(1)]] (4.13)
t€(to,to+T) tn te€fto,to+7]
et donc
h? — 2 (1+hL)" -1
lenll < = sup [y x> (A+rL)" = = sup |y'(t)]|——F—
2 t€[t0,t0+T] ]z:; 2 te[to,t0+T] hL

Pour tout n on anh < Nh = T et par ailleurs 1 + AL < et d’ou
(1 _|_ hL)’n S enhL S eTL'

Ainsi, pour tout n on a

oTL _

leall < h sup [ly"(®)]], (4.14)

2 tE[to,to—i—T]

etdonc sup |le,]| — 0lorsque h — 0. On dit que la méthode est convergente. On a méme
n=0,...,N—1
une estimation de I’erreur en O(h). On verra par la suite que 1’on ne peut pas faire mieux, on dit

que la méthode est d’ordre 1 (voir la Définition 4.20).

Si on souhaite avoir une fonction qui soit solution approchée définie sur [t¢, ¢y + 7] on peut alors
définir la fonction y;, affine par morceaux telle que yy,(¢,,) = v, pour toutn = 0, ..., N. On montre
alors que (y,), converge uniformément sur [tg, ¢y + T'] vers la solution de (4.2), ¢’est-a-dire

li — =0.
hlj)]%Hy Ynlloo =0
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4.3 Méthodes a un pas

4.3.1 Définition et exemples

. . ’ _ T
On reste, pour simplifier, dans le cas d’un pas h =

schémas numériques de la forme

constant. Les méthodes a un pas® sont des

Yn+1 = Yn + h(P(tna Yn, h)7 (415)
ou ® : [tg,to + 1] X R x [0, huax] est une fonction continue. La méthode d’Euler en est un cas
particulier en prenant ®(¢,y, h) = f(t,y). En voici deux autres exemples :

1. Méthodes de Taylor. Dans la méthode d’Euler on a approché la dérivée y/(¢,,) par le taux d’ac-
croissement 1 (y(t,11) — y(t,)), ce qui revient a négliger le reste dans le développement de Taylor
alordre 1 :

y(th) = y(tn> + hy,(tn) + 0(h> = y(tn> + hy,<tn) = y(tn) + hf(tm y(tn))

On pourrait effectuer un développement a un ordre plus élevé. Par exemple a 1’ordre 2 on écrit
h2
Y(tnr1) = y(tn) + hy'(t,) + ?y”(tn) + O(hQ)-

En dérivant I’équation différentielle on a

V(0) = (0, (0) + Dy (0(0) 0 (0)) = 20, y(0)) + Dy (1, 9(0) (10, 9(0)),

ou D, f note la différentielle partielle de f par rapport a y € R%. Si d = 1 I’équation ci-dessus
s’écrit juste
of of
() = =(t,y(t)) + ==(t,y(t)) x f(t,y(t)).
y'(t) = 5 (8 y(0) + ay( y(t) x f(E,y(t))

En négligeant le o(h?) dans le développement de Taylor on obtient alors, pour d = 1, le schéma

h? [0 0
Ynt1 = Yn + Df (o, yn) + 9 <a_{<tm Yn) + a_£<tm Yn) X f(tn, yﬂ)) .

C’est bien un schéma de la forme (4.15) avec

B(tu) = )+ (Gt + 5 ) x s

2. Méthode du point milieu. Au lieu de la méthode des rectangles a gauche on utilise celle du point

tn+1
milieu pour approcher / f(s,y(s))ds:
tn

", u() ds = hf (tn Ly (tn ; g)) |

tn

a. La terminologie vient du fait que y,,+; se calcule uniquement a partir de y,, et pas des valeurs antérieures, i.e.
des yi pour k < n.
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Cependant on ne connait pas y (tn + g), on utilise pour cela la méthode d’Euler. Au final le schéma
s’écrit

h h

La fonction ® estici ®(t,y,h) = f (t+ 2,y + L f(t,y)).

Dans la suite on considere donc un schéma numérique de la forme (4.15) ou ¢ est une fonction
donnée. On considere également le cas ou la condition initiale du schéma n’est pas nécessaire-
ment la donnée initiale y(t,) du probleme de Cauchy. On la notera v, pour indiquer qu’elle peut
dépendre de la taille du pas (celle-ci peut étre obtenue via une mesure, un autre calcul approché).

4.3.2 Consistance, stabilité et convergence d’un schéma

La premiere notion est celle de consistance. Elle relie 1’équation différentielle au schéma numé-
rique : ce dernier approche-t-il correctement 1’équation lorsque la taille du pas tend vers 0?

Définition 4.13. On appelle erreurs de consistance d’un schéma, associées a une solution y de
[’équation différentielle, les quantités

n = Y(tnt1) — y(tn) — hO(tn, y(tn), h).

Ce sont les mémes quantités que dans (4.10), on y a juste remplacé f par @ : ¢, est I’erreur commise
au point ¢,,,1 si la valeur approchée au point ¢,, est exacte.

Remarque 4.9. Selon les ouvrages I’erreur de consistance est parfois définie par

tht1) — Y(ln ) .
Ep = u H)h yltn) O(tn, y(tn), h), ie e, = hép,.
Définition 4.14. On dit que le schéma est consistant pour 1’équation différentielle (4.1) si pour
toute solution y de celle-ci on a

N—-1 T
,{grg)nzz()llﬁnll =0, h=+

Remarque 4.10. Lorsque I’erreur de consistance est définie comme dans la Remarque 4.9 la no-
tion de schéma consistant est alors remplacée par : pour toute solution y de I’ équation différentielle
T
lim su Enll =0 h=—.
bacg By Il =0 N
1l est facile de voir que cette notion est a priori plus forte celle de la Définition 4.14. Cela découle
de la majoration

N—

1
> llenll =
n=0

N-1
Sl <aN s el =T sw el
n=0 n

=0,...,N—1 n=0,...,N—1

SRS

On peut en fait montrer que ces deux définitions sont équivalentes.
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La deuxieme notion est intrinseque au schéma, c’est celle de stabilité. Au cours du calcul les
erreurs vont s’accumuler (erreur d’approximation, d’arrondis, etc.) et la notion de stabilité permet
de contrdler ce cumul d’erreurs en fonctions des erreurs individuelles.

Définition 4.15. Un schéma est dit stable s’il existe une constante S, indépendante de h et appelée
constante de stabilité, telle que pour tout h et toutes suites (Yn)n, (Un)n €t (0,)n vérifiant

Ynt1 = Yo+ hP(tn, yn, h), VYn=0,...,N —1,
Unt1 = Un+hP(tn,Jn,h) +0p, VYVn=0,...,N—1,

ona

N-1
sup L Hyn - gn” S S (HyO - gOH + Z H&LH) :

n=0,...,N— n—0

On définit enfin la notion de schéma convergent.

Définition 4.16. Un schéma est dit convergent si pour tout y et toute suite (yo ) telle que yo , —
Yo lorsque h — O on a

lim  sup 1IIy(tn) — Ynnl =0,

—0 p=0,..,.N
ou y est la solution du probléme de Cauchy avec condition initiale yq et (Y »)n la suite de valeurs
approchées obtenues par le schéma a partir de vy p,.

On a alors le résultat suivant

Théoreme 4.17. Si un schéma est consistant et stable alors il est convergent.

Démonstration. Par définition de I’erreur de consistance, la suite (y(t,)),, vérifie

?J(tn—i-l) = y(tn) + hCI)(tn, y(tn)v h) + En.

Comme le schéma est stable on a

N-1
sup |ly(ta) —wnll < 5 (HyO,h —woll + > HSnH) : (4.16)

n=0,...,N— n—0

Par hypothese le premier terme, ||yo, — ¥ol|, tend vers 0 et comme le schéma est consistant le
second également. O

Exemple 4.3. Le schéma d’Euler est consistant et stable. En effet, si yo, # yo [’équation (4.12)

devient
n—1

ly(tn) = wull < (L4 RL)"llgo = youll + D (L +RL)" |l
=0
Pourtoutn < Nettoutj =0,..., n—1lonanh <Tet(n—1—j)h <T cequiprouve que le

schéma est stable avec S = eTL,

Par ailleurs, I’équation (4.13) entraine

N-1

h2
Sl SN x T sup [y (@)l =

tE[to,t0+T}

sup ly" (@),
te[to,t0+T]

hT
2
n=0

ce qui prouve que la méthode est consistante.
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4.3.3 Criteres de consistance et stabilité

Afin de montrer la convergence d’un schéma on utilise en général, voir tout le temps, les notions
de consistance et stabilité. Il est donc utile d’avoir des criteres simples pour montrer qu’un schéma
est consistant et qu’il est stable.

Théoreéme 4.18. Un schéma a un pas est consistant si et seulement si
O(t,y,0) = f(t,y), Vtel[0,T], Vy e R
Remarque 4.11. L’idée derriere ce théoreme est la suivante. Le schéma peut se réécrire

Yn+1 — Un

:(I)tn> n>h'
. (tns Yns h)

Lorsque h tend vers 0 le membre de gauche se rapproche d’une dérivée y' et comme P est continue
celui de droite se rapproche de ®(t,y,0). Pour “coller” a I’équation différentielle il faut donc que
cette derniére quantité soit précisément f(t,y).

Démonstration. On fait la preuve dans le cas d = 1.

Soit y une solution de I’équation différentielle. D apres le théoreme des accroissements finis ap-
pliqué sur Iintervalle [¢,, ¢, 1] (c’estici qu’on utilise d = 1), il existe ¢, € |t,, t,,41] tel que

En = hy'(cn) (nvy( ) h)
= hf(enylen)) = hO(tn, y(tn), 1)
[ (flen, y(en)) — ®len, y(en), 0)) + 11 (Blen, y(en), 0) — Oltn, y(tn). 1))

N S

-~

=:an =:bp,

Toute solution y de 1’équation différentielle est continue sur [0, '] donc y est uniformément conti-
nue et bornée : il existe M tel que |y(t)| < M. De plus la fonction ® est continue sur [0, 7] x
B(0, M) x [0, hyay) qui est compact donc elle y est uniformément continue. Soit ¢ > 0. L’ uni-
forme continuité de ¢ entraine que

36>0, (|[t—s|<d, ly—2]<§,0<h<d) = |D(ty,0) —P(s,2,h)| <e.
Celle de y entraine que
>0, t—s|<¢ = ly(s) —y@)| <o
Puisque |t,, — ¢,| < h, on rappelle que ¢,, € |t,,,t,+1[, en prenant 7 = min(d, ¢) on obtient
0<h<n = |P(cn,y(cn),0) — ®(t,,y(tn),h)| <&, ¥Yn=0,...,N—1.

En sommant sur n on a ainsi montré

N—-1
Ve>0,3 >0, 0<h<n = Y |b|< Nhe=Te.

n=0
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N-1
Autrement dit }ZiH(l) Z |b,] = 0. On en déduit que le schéma est consistant si et seulement si, pour
—
n=0

toute solution v,

=

N—-1
£%§%|an| ~0, h=
On a

S Jaul = 53 [Flem y(en)) — (e, y(e), 0.

Comme ¢, € |t,,t,+1] pour tout n on reconnait une somme de Riemann et donc

N-1 to+T
> fol = [ 1F5,0(5)) = 0(s.5(:).0)] ds

|
h—0

Par continuité de y, f et @, le schéma est consistant si et seulement si pour tout solution de 1’équa-
tion différentielle on a

f(s,y(s)) = @(s,y(5),0) = 0, Vs € [to, o + 7.

Si f(t,y) = ®(t,y,0) pour tout (¢t,y) € [0,7] x R le schéma est donc bien consistant. Réciproque-
ment, si le schéma est consistant, étant donné (¢, y) € [0, 7] x R le théoréme de Cauchy-Lipschitz
assure I’existence d’une solution telle que y(¢) = y et donc en particulier f(¢,y) = ®(¢,y,0). O

Concernant la stabilité on a la condition suffisante suivante.

Théoréme 4.19. Si ® est globalement lipschitzienne en y sur [to, to + T] X R? X [0, hax), i-e. il
existe A > 0 tel que

Vt € [t()vto + T]7 Vyhy? € Rd7 Vh € [07 hmax]7 ||(I)(t7y17 h) - (I)(t7y27 h)” S AHyl - y2||7

alors le schéma est stable avec constante de stabilité S = e’

Démonstration. Soient (y,)n, (Jn)n et (0,,), telles que pour tout n
Yn+1 = Yn + h(I)(tna Yn, h) et gn—&-l - gn + hq)(tna gna h) + 5n
Pour tout n on a donc

Hyn - ?jnH + th)(tna Yn, h) - (I)(tm gna h)H =+ H5nH

Hyn+1 - gn+1” S
< (14 M) [yn = Gall + [|6n]]-

Le lemme de Gronwall discret, Lemme 4.12, permet alors d’affirmer que pour tout 7 on a

n—1

lyn = Gnll < (1+ BA)lyo — Goll + > 16[1(1 + ~A)" .

J=0
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Pourtoutn =0,...,N —lettoutj =0,...,n—1lona
nh<Nh=T et (n—1-—j))h<Nh=T,

et donc, en utilisant 2 nouveau 1 + hA < e,

N—1
tn — Gl < M (Hyo — ol + ) ||6j|\) ,

J=0

ce qui prouve que le schéma est stable avec constante de stabilité S = e’”’ a

4.3.4 Ordre d’un schéma

Une fois assurée la convergence d’un schéma il est naturel de s’intéresser a la “vitesse de conver-
gence”.

Définition 4.20. On dit qu’un schéma est convergent a I’ordre (au moins) p > 1 si pour tout yq et
toute suite (Yo.p)n on a
[Yor = yoll < CH” = sup  |ly(tn) = yanll < OB,
n=0,...,N—1
ou y est la solution du probléme de Cauchy avec condition initiale yq et (Y »)n la suite de valeurs
approchées obtenues par le schéma a partir de v p,.

Remarque 4.12. L’équation (4.14) montre que, au moins dans le cas o, = Yo, la méthode d’Euler
est d’ordre au moins 1.

Définition 4.21. On dit qu’un schéma est consistant a [’ordre (au moins) p > 1 si pour toute
solution y de I’équation différentielle il existe C' > 0 telle que pour tout h € [0, hyax] U'erreur de

consistance vérifie
len]| < CRP*Y, Wn=0,...,N —1.

Remarque 4.13. Attention ici a la puissance p + 1. On peut comprendre cela de deux facons.
N-1

D’un co6té ce qui joue un role dans la notion de consistance est la somme Z llen|| des erreurs de
n=0

consistance, voir la Définition 4.14. Si le schéma est consistant a ’ordre p on a alors

N-1
> leall < NCHP™ = CThP

n=0
C’est parfois cette condition qui est prise comme définition de consistance a l’ordre p, cf [2].
D’autre part, la quantité
en _ Y(tar1) —y(tn)
h h
représente |’approximation de I’ équation différentielle et on a alors

Hy(tn+1) — y(tn)
h

— O(ty, y(tn), h)

— Bt y(tn), h)‘ < Che.
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On montre alors facilement

Théoreme 4.22. Si un schéma est consistant a I’ordre p et stable alors il est convergent a I’ordre p.

Démonstration. C’est une conséquence directe de (4.16) et de la définition de consistance a
I’ordre p. O

Tout comme pour la consistance, il existe une caractérisation de la consistance a I’ordre p.

Définition 4.23. Soit f = (f1,..., f4) : [0,T] x R? — R? de classe CP. On définit pour k =

0,...,p les fonctions f¥1 . [0, T] x R? — RY par récurrence par
o f1k 4. 9kl
1Oty = Tty), HNY) = S5 (6y)+ 305 —(by) X St y) (4.17)
- j
Remarque 4.14. Si d = 1 la définition (4.17) s’écrit simplement
O fI¥] O fI¥]
(1, y) = t t,y) x f(t,y).
Frty) = —5-(ty) + o (t,y) x f(t,y)
L’origine de cette définition est la suivante : si [ est de classe C? alors toute solution y(t) de
I’équation différentielle y' = f(t,y) est de classe CP*' et on a, pour tout k =0, ... p,
y ") = Mty (). (4.18)

Théoreme 4.24. Si f est de classe C? et pour tout k < p les dérivées partielles ngf existent et
sont continues, la méthode est consistante d’ordre au moins p si et seulement si pour tout (t,y) €
[0,7] x RYona

ok I
Dans ce cas on a . L llora
< prtl CI il
L - E

Démonstration. On montre uniquement qu’on a une condition suffisante. On pourra consulter par
exemple [2, 3] pour la condition nécessaire.

D’apres la formule de Taylor avec reste intégral on a

P y®(t, i1 (¢, — g)P
Y(tns1) —y(tn) = Z yk—(l)hk +/ %y(ﬁl)(s) ds
k=1 ) tn :

P u® (¢ hi(h — g)P
_ Ejy—(”)fﬂ/ Qy(p“)(twrs)ds,
k! I
k=1 0

0k hh+/hm—sw4a@
0

O(t,,y(tn),h) = W(tmy(tn)»())y (p—1)! ohr
k=0 ' P '

(tn,y(t,), s)ds.
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En utilisant (4.18) on en déduit que

p—1
_ Z f[k](tn,y(tn)) _ 10" k+1

"T(h—s) (h—s)t 0P
+/0 [Tf[](tn+s,y(tn+s))—h 1) ol (tn;y(tn>,5):| ds.

Si (4.19) est vérifiée on a alors

h — 3P —_g)-1lgp
el = / [ufw(tws,y(tws))—h(h ) M’(tn,yun),s)} s

p! (p—1)! Oh»

1 h h PP h
< || flp] _ )P _ o\l
1 1 ||oPD
pptHl [p] Ljo® .
= [(pﬂ)!llf oo 2111 50 |

Exemple 4.4. Dans la méthode d’Euler on a ®(t,y, h) = f(t,y). On en déduit que

0P

%(t>y70> =0 7é f[l](t7y)7

ce qui prouve que cette méthode n’est pas d’ordre 2.

Exemple 4.5. Dans la méthode de Taylor a l’ordre 2 on a, voir la Section 4.3.1,

O(t,y, h) = f(t,y) + g (g—{(t,y) + g—‘;(t,w x f(t,y)) = f(t,y) + gf[”(t,y)'

On en déduit facilement que si f est de classe C? cette méthode est consistante d’ordre 2.

Exemple 4.6. Dans la méthode du point milieu, voir la Section 4.3.1, on a

d(t,y,h) = f (t+ g,y + gf(t,y)) :

On vérifie que ®(t,y,0) = f(t,y) et que

0
kb Bre)) ) < O (4 Gy i),

o _19f h
2 2 Ay 2

%(t,y, h) = 23t

0P 1
et donc %(t, y,0) = éf[l] (t,y). Si f est de classe C* cette méthode est d’ordre 2.
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4.4 Meéthodes de Runge-Kutta

4.4.1 Présentation des méthodes

Pour simplifier on se placera dans le cas d = 1. Les méthodes de Runge-Kutta, dans la suite
nommées simplement RK, reposent sur la version intégrale de I’équation différentielle :

tn+1

Y(tnt1) = y(tn) + f(s,y(s))ds.

tn

On utilise ensuite des méthodes dites de quadratures, dont les méthodes vues au Chapitre 1 sont

des cas particuliers (voir le Chapitre 5 pour plus de détails a ce sujet), pour approcher I’intégrale
tn+1
f(s,y(s))ds. On se donne ¢y, . .., ¢, et on introduit les points intermédiaires
tn

tn,i = tn -+ Cih.
On utilise alors une formule de quadrature du type

tn+1

Fls,y(s))ds = Y bif (tni y(tna)), (4.20)
=1

tn
ou les b; sont des réels donnés.

Remarque 4.15. L’idée est d’utiliser la “méme” formule de quadrature pour tout h et sur chacun
des intervalles [t,,, t,11]. On peut en effet écrire, pour tout n,

tn41

f(s,y(s))ds = h/o f(tn + hs,y(t, + hs))ds,

tn

et on utilise ensuite la formule de quadrature suivante sur [0, 1] :

1 q
/ g(s)ds = " big(c:). 4.21)
B i=1

En prenant g(s) = f(t, + hs,y(t, + hs)) on retrouve bien (4.20).

Remarque 4.16. En général les c; sont pris dans [’ordre croissant mais pas nécessairement stric-
fement, i.e. c; < cp < - < ¢

Cela conduit a un schéma de la forme

q
Yt = Yn +h Y bikns,

i=1
ou k,, ; est une approximation de f(t,.;,y(¢n:)) = ¥/ (t,.), i.e. la pente de la solution en ¢, ;. I faut
cependant encore calculer des approximations vy, ; de y(t, ;) afin d’obtenir les &, ;. Cela se fait par
une nouvelle méthode de quadrature, on écrit

tn,i

Y(tas) = y(ta) + | f(s,y(s))ds = y(t,) + hz i Y (tn)-

ln
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Remarque 4.17. Comme ci-dessus I’idée est d’utiliser la “méme” formule de quadrature pour
tous h et n. On peut en effet écrire

tn,i

F(s,y(s))ds = h / " F (b + s, y(t + hs)) ds,

tn

et on utilise ensuite la formule de quadrature suivante sur [0, ¢;] :
ci q
/ g(s)ds ~ Z a; jg(cj). (4.22)

On obtient ainsi le schéma suivant, dit de Runge-Kutta,

(

tni = tn—i-Cih, Vizl,...,q,

)

q
Yni = yn+hzaivjf(tn7j7yn7j)7 Vizlv"'7q7

q
Yn+1 = Yn + hz bif<tn,i7 yn,i)‘

\ =1

Un schéma de Runge-Kutta est donc spécifié par la donnée des a; ;, des b; et des ¢; que 1I’on résume
souvent par le tableau suivant, appelé tableau de Butcher,

Cl | a1 - Qig
Cq | Gg1 " Qggq
by .- Db,

On parle de méthode RK, pour préciser le nombre de points intermédiaires. Afin de calculer les y;, ;
on se retrouve ainsi avec un systeme non-linéaire, trés difficile a résoudre, dans lequel le calcul de
chacun des points intermédiaires dépend de tous les autres points intermédiaires. Dans la pratique,
afin de rendre les calculs réalisables, on impose souvent la condition supplémentaire suivante : le
calcul d’un point intermédiaire ne dépend que des points précédents. Cela se traduit simplement
par la condition

;5 = O, VJ > ’i,

autrement dit la matrice A = (a; ;); ; est triangulaire inférieure stricte. On a en particulier v, ; =
Yn. On dit parfois alors que la méthode de Runge-Kautta est explicite. Tout schéma de type RK, est
en fait une méthode a un pas : on fait intervenir des points intermédiaires mais le calcul de ,, 1 ne
dépend au final, de facon plus ou moins compliquée, que de y,, et pas des valeurs antérieures. Plus
précisément, la fonction ®(¢, y, h) d’un schéma RK explicite peut s’écrire de la fagon suivante,

( D(t,y,h) = 0 Pi(t,y, h) = f(t+ c1h,y),
ty’ Zal] ty’ 7 i:27'--7Q7

Pi(t,y,h) = f(t—l—clh y+ h®;(t,y,h)), 1=2,...,q,

O(t,y, h Zthy,

(4.23)
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En ce qui concerne la stabilité des méthodes RK explicites on peut montrer le résultat suivant,
voir [3].

Proposition 4.25. Si f est globalement L-lipschitzienne en vy, les méthodes RK explicites sont
q j—1

stables avec constante de stabilité S = e on A = L Z Z b (Lhmax)" et o = max Z |a; ;-

7j=1 =0

Le choix des parametres se fait alors de fagon a ce que la méthode soit consistante, et d’ordre le
plus élevé possible.

q
Proposition 4.26. Une méthode RK est consistante si et seulement si Z b; = 1.

i=1
Démonstration. D’apres (4.23) on a

q q

O(t,y,0) =Y biPi(t,y,0) = f(t,y) > bi,

i=1 i=1

et le résultat découle du Théoreme 4.18. ]
En utilisant le Théoréme 4.24 on peut a priori donner des conditions sur les différents parametres
pour qu’un schéma RK soit d’ordre p. Naturellement on ne pourra a priori obtenir une méthode
d’ordre élevé que si le nombre ¢ de points intermédiaires I’est aussi. Afin de limiter les calculs
numériques, pour obtenir un ordre souhaité on choisira généralement une méthode avec le moins de

points intermédiaires possibles. On donne ici juste la condition pour qu’une méthode soit d’ordre
(au moins) 2.

Proposition 4.27. Si f est de classe C? le schéma RK est d’ordre au moins 2 si et seulement si
q q 1 q
sz’ =1, Zbici = 9 Z bia;j =
i=1 i=1 ij=1

Démonstration. La premiere condition est celle pour avoir une méthode d’ordre au moins 1, i.e.
®(t,y,0) = f(t,y). On calcule ensuite, a partir de (4.23),

OP . 0P
ah(t y,0) = Zbi%(t

i=1

oF; _ 9 | of
%(tayao) = G 515 (tay) + q)z(tvyvo) ay (t7y>a
i—1
q)l(t7y70) = Zai,jf(tuy>‘
j=1

On en déduit que

Z(i t,y,0 (Zb cz> 8t (t,v) (Z baw> ) f(ty).
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D’apres le Théoreme 4.24, la méthode est d’ordre 2 si pour toute fonction f

e _ Lemg 2 L (9 of
G .0 = 57 = 5 (G + e < ).

d’ou le résultat. O

Remarque 4.18. On se place également souvent dans le cas ou les méthodes de quadratures
sont exactes pour les fonctions constantes, i.e. on a égalité dans (4.21) et (4.22). Cela impose les
conditions suivantes sur les parameétres :

zq:bizl, zq:am-:c,-, \V/Z:L,q
i=1 j=1

La seconde condition pour i = 1 entraine (pour une méthode RK explicite) que c; = 0. La premiere
condition correspond en fait a celle de la consistance de la méthode. Si la seconde est vérifice
on peut alors voir que les deux conditions supplémentaires pour que la méthode soit d’ordre 2

reviennent au méme : Y | bic; = %

Remarque 4.19. Pour ¢ = 1 on a, voir (4.23),
®(t7 Y, h) = b1f<t + Clha y)

Si on veut que la méthode soit consistante et que la formule de quadrature soit exacte pour les
fonctions constantes on obtient ®(t,y,h) = f(t,y). C’est la méthode d’Euler explicite.

Dans les sections suivantes on étudie deux cas particuliers : les méthodes dites RK2 et RK4 qui
correspondent a ¢ = 2 et ¢ = 4 respectivement.

4.4.2 La méthode RK2

On se place ici dans le cas ¢ = 2, explicite, et ou les méthodes de quadratures sont exactes pour
les fonctions constantes. On cherche a quelle condition cette méthode est d’ordre 2. On a donc
a priori 3 parametres : co, by, be. En effet, c; = 0 et agy = co d’apres la Remarque 4.18 et
@11 = a2 = as 2 = 0 pour que le schéma soit explicite. La méthode est d’ordre 1 si et seulement
si by + by = 1, et elle est d’ordre 2 si de plus byc; + bacy = bocoy = % En prennt by = o comme
parametre, on trouve ainsi une famille de solutions

1

bi=1—a, by = = —.
1 «@, 09 «@, Co 200

Les méthodes de quadratures sous-jacentes sont

/ol g(s) ds = big(er) + bag(ea) = (1 - a)g(0) + ag %) |

pour le calcul de ¥, et

1/2a
/0 g(s)ds = —g(0),
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pour celui du point y,, » (on rappelle que y,, 1 = v, dans les méthodes RK explicites). On y recon-
nait une méthode des rectangles a gauche, autrement dit on calcule y,, » a partir de y,, a I’aide de la
méthode d’Euler.

La fonction ® du schéma est alors
O(t,y,h)=(1—-a)f(t,y) +af [t+ "o hf(t )
=(1 -« Q — — )
7y7 7y 2&7y 2@ 7y

On peut vérifier en utilisant le Théoreme 4.24 que la méthode n’est pas d’ordre 3.
e Pour a = 1 on reconnait la méthode du point milieu et la premiere méthode de quadrature
est bien entendu celle du point milieu.
e Pour o = % on a

Bt y.h) = 31(6:9) + 5 (14 by + hf(5y)).

1
Elle est appelée méthode de Heun. Elle repose sur la méthode des trapezes : / g(s)ds ~
0

9(0) +9(1)
R

4.4.3 La méthode RK4

On ne va donner ici qu’un exemple de méthode RK4 qui est celle qui est la plus utilisée dans la
pratique. Le tableau de Butcher correspondant est

00 o0 0
1/211/2 0 0
121 0 1/2 0

0
0

0

1|0 0 1 0
1/6 2/6 2/6 1/6

La méthode s’écrit aussi )
O(t,y,h) = E(Pl + 2P, + 2P+ Fy),

ou

Pi( ) = f(ty),

Pty h) = f(t+2y+LP(tyh)),

PS( ) = f(t+%,y+%P2(t,y,h)),
(t,y,h) = f(t+h,y+hPs(t,y,h)).

On vérifie facilement que les conditions de la Proposition 4.27 sont satisfaites et donc que la
méthode est d’ordre au moins 2. On peut en fait montrer a I’aide du Théoreme 4.24 qu’elle est
d’ordre 4.

Cette méthode repose sur les formules de quadratures suivantes :
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e pour le calcul de y,, 11, (4.21) s’écrit
1
9(0) +4g {5 ) +9(1) ).

| =

| (51 s = o) + 20(c0) + 2atea) + ac0) =

On reconnait la méthode de Simpson.
e pour le calcul des points intermédiaires, (4.22) devient

/002 g(s)ds =~ c9(0),
| oas = agle) = agte),
/:4 g(s)ds =~ cug9(c3) = cug (%) :

Ce sont des méthodes des rectangles a gauche, a droite et au point milieu.



Chapitre 5

Compléments sur le calcul approché
d’intégrales : méthodes de quadrature

b
Le principe des méthodes de quadrature est d’approcher une intégrale / f(z) dz par une formule

N
du type Z A; f(z;), appelée formule de quadrature simple, ou les x; sont des points de [a, b] et les
=0
Aj des réels, appelés poids. On parle alors de formule de quadrature simple. On utilisera souvent
des formules dites de quadrature composée. On commence par subdiviser [a, b] en des segments
lag, axs1], avec a = ag < a3 < -+ < a, = b, et on utilise une formule de quadrature simple
sur chacun des [ay, aj,1] puis la relation de Chasles. C’est une généralisation de ce qui a été fait
au Chapitre 1. En effet, si on prend par exemple la méthode de Simpson, on est dans le cas d’une

méthode de quadrature composée avec ay = a + —(b — a) et sur chaque intervalle [a, ax41] on
n

utilise la formule de quadrature simple

i b 4b — b
[ e T g+ S () B ).

5.1 Meéthodes de Newton-Cotes

5.1.1 Formules de quadrature simple

On commence par s’intéresser au cas des formules de quadratures simples. On se donne donc un

b
intervalle [a, b] et on souhaite une formule permettant d’approcher / f(z)dz.

Définition 5.1. On appelle formule de quadrature simple, ou de Newton-Cotes, a N + 1 points

toute formule du type
N

In(f) =Y Nif (=)

J=0
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ou les x; sont des points de [a, ] et les \; des réels ne dépendant pas de f.

b
L’erreur d’intégration de f est alors Ex(f) = / f(x)dx — In(f).

Attention !! Dans la définition de I’erreur, celle-ci a un signe.

Remarque 5.1. On peut remarquer que les formules de quadrature, et donc d’erreur, sont li-
néaires : In(f + g) = In(f) + In(g) et Ex(f + g9) = En(f) + En(9)-

Définition 5.2. On dit qu’une formule de quadrature est d’ordre supérieur ou égal a K si elle
est exacte pour toute fonction polynomiale de degré au plus K, i.e. si pour toute fonction f(x) =
K

Z a;x" ona Ex(f) = 0. On dit qu’elle est d’ordre exactement K si elle est d’ordre supérieur ou
i=0
égal a K et s’il existe au moins une fonction polynomiale g de degré K + 1 telle que En(g) # 0.

Définition 5.3. Une formule de quadrature Iy est de type interpolation si, pour toute fonction f,

b
In(f) = / Py(f)(x) d.

ou Pn(f) est le polynéme d’interpolation de Lagrange de f associé aux N + 1 points x; de la
formule de quadrature.

Remarque 5.2. Si Iy est de type interpolation alors En(f) = 0 pour toute fonction polynomiale

N
de degré au plus N. On peut également remarquer que dans ce cas Z Aj = b — a. Il suffit pour
§=0
cela de considérer la fonction constante égale a 1.
Proposition 5.4. [ est de type interpolation si et seulement si pour tout v = 0,...,N on a
b
T —x;
)\i — Ll d ) Lz - J .
/a () dx onr Li(x) Hmi_xj
J#i
Démonstration. Si [y est de type interpolation on a pour tout ¢
b
In(Ly) = / Po(L)(x) du. 5.1)
Pour tout j on a L;(x;) = §;; donc Iy(L Z)\ Li(xz;) = X\;. De plus L, € Ry[X] donc

7=0

b
Pn(L;) = L;. L’égalité (5.1) devient ainsi \; = / Li(z) dz.

b
Réciproquement, si pour tout 7 ona \; = / L;(z) dz, alors quelque soit f on a
a

IN(f)ZZf(%)/:L( dx—/ (ifx )dx—/abPN<f><x>dx,

J
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N
ol on a utilisé, cf Section 3.1, que Py(f) = Z f(z;)L;. Iy est donc bien de type interpolation.
i=0
. N . NN . a+b
Exercice 5.1. On considere la formule d’interpolation a 3 points avec g = a, 1 = 5 et

x9 = b. Montrer que la formule de quadrature est

L) = = pay + A=) (”b) ),

6 6 2 6

Que reconnaissez-vous ? Méme question avec les formules d’interpolation a 1 point avec xy = a,

resp. ro = b puis xg = , et avec la formule d’interpolation a 2 points avec o = a et z; = b.

Proposition 5.5. Une formule de quadrature a N + 1 points est d’ordre supérieur ou égal a N si
et seulement si elle est de type interpolation.

Démonstration. Si la formule est de type interpolation alors elle est bien d’ordre au moins N
puisque si f est un polyndme de degré au plus N ona Py(f) = f.

Réciproquement, supposons que [ est d’ordre au moins N. Puisque L; est de degré N on a

IN(LZ-):/abLi(x)dx — i)\jLi(a@j):/abLi(ac)dx — )\i:/abLi(x)dx.

J=0

D’apres la proposition précédente [ est donc de type interpolation. ]

Remarque 5.3. Si on fixe les x;, dans la formule de quadrature il reste N + 1 paramétres : les \;.
L’espace Ry [ X] étant de dimension K + 1 il est raisonnable de pouvoir espérer choisir les \; de
facon a ce que la formule soit d’ordre au moins N. C’est ce que dit la proposition ci-dessus. Il 'y a
alors une unique fagon de choisir les \;. Le fait d’avoir ou non une formule d’ordre plus élevé ne
pourra alors dépendre que du choix des points d’interpolation x; (voir la Section 5.2).

Un cas particulier important est celui ol on choisit les z; uniformément répartis dans [a, b], i.e.

pourtoutj:O,...,Nonprendxj:a+%(b—a).

Proposition 5.6. On considere la formule d’interpolation a N + 1 points avec x; = a -+ %(b —a).
1. Les poids vérifient la symétrie A\y_; = \; pour tout j.

2. Si N est pair la méthode est d’odre supérieur ou égal a N + 1.

Remarque 5.4. La deuxieme propriété montre que le phénoméene observé pour la méthode de
Simpson (voir Section 1.3), a savoir que la méthode est exacte non seulement pour les polynomes
de degré au plus 2 mais aussi pour ceux de degré au plus 3, n’est pas un phénomene isolé. Il se
retrouve pour toutes les formules de Newton-Cotes avec un nombre impair de points équirépartis.

Remarque 5.5. On peut en fait montrer que si les points sont uniformément répartis la méthode
est d’ordre exactement N pour N impair et d’ordre exactement N + 1 pour N pair.
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Démonstration. 1. On remarque que le polyndme L;(z) := L;(a+b— ) est de degré N et vérifie

Li(z)) = Lijla+b—uxz)=L; (a—l—b—a—%(b—a)) — L (a+N]V_i(b—a))

= Lj(xn—i) = On—ij = Oin—j.

Par unicité des polyndmes d’interpolation on en déduit que ij = Lxn_j. On a donc

b b b
)\Nj:/ LNJ(.’L’)dl’:/ Lj(a+b—l')dl‘:/ Lj(t)dt:)\j,

ou on a utilisé le changement de variable ¢ = a + b — x a la troisieme égalité.

2. On sait déja que la formule est d’ordre supérieur ou égal a V. Par linéarité de 1’erreur il suffit

de montrer que cette derniere est nulle pour un polyndme de degré N + 1. Prenons P(X) =
N

b
H(X — ;). On a évidemment P(x;) = 0 pour tout j donc E(P) = / P(z) dz. En utilisant
Jj=0 a
Tn—; = a+ b — x; pour tout j et la parité de NV on a

P(a+b—X) H (a+b—X —z;) :H ry_j—X) =[x —X) = (D" P(X) = —P(X).

On en déduit que

et donc E(P) = 0.

N.B. : Cet argument est le méme que celui utilisé a la fin de la Section 1.3. ]

Etant donnée une formule de quadrature, la question suivante est celle d’estimer I’erreur commise.

Proposition 5.7. Si Iy est de type interpolation, on a alors pour toute fonction f de classe CN+1

E W0l F N oo,
Bw(D] £ s lelll £
N
o w(x) = H(x — xj) avec les x; les points d’interpolation et ||g||-c = sup |g(z)|.
j=0 z€[a,b]
Démonstration. Le résultat découle directement de la Proposition 3.3. ]

Remarque 5.6. Pour tout v € [a,b] on a |v — x;| < b — a quelque soit le choix des points
d’interpolation. On en déduit qu’on a toujours ||w||o < (b — a)NT et donc pour tout formule de
type interpolation a N + 1 points on a

(b— a)N+?

(N+1)
T Ol 52)

|[En(f)] <



5.1. METHODES DE NEWTON-COTES 67

Remarque 5.7. On peut ici faire le méme constat que dans la Remarque 3.2, il n’est pas ga-
rantit que [’erreur tende vers 0 lorsque N augmente. C’est pour cela qu’on utilisera souvent des
méthodes de quadrature composées.

On peut en fait améliorer en général un peu le résultat ci-dessus, voir la Remarque 5.9 a la fin de
la Section 5.1.2. On introduit pour cela la notion de noyau de Peano.

Définition 5.8. Etant donnés une méthode de quadrature a N + 1 points et m € N, le noyau de
Peano d’ordre m associé a la méthode de quadrature est la fonction K, : [a,b] — R définie par

Kn(t) = En(fm),
o f(x) = (x —t)7, ie. fru(x) =(x —t)" siz—t > 0et f,(z) = 0 sinon.
On a alors I’estimation suivante de 1’erreur.

Théoreme 5.9. Si la méthode de quadrature est d’ordre m alors pour toute fonction f de classe

C™ ' ona
‘/ Ko (8) Fm0(8) di.
m

1 e
B < e [ ). 53)

Démonstration. Soit f de classe C™"!. La formule de Taylor avec reste intégral s’écrit

R (g Ty pym
fw) = S s [T e ar

En particulier,

e~ kK m!
= fP(a Pl =T
=y kf Jo—apry [ EZDE m)+f< () dt.
5:0 ‘ / - : g
=P() =)

On peut alors écrire E(f) = E(P + R) = E(P) + E(R) = E(R), ot on a utilisé la linéarité de
I’erreur (voir Remarque 5.1), le fait que P est de degré m et que la méthode est d’ordre m (on a
donc E(P) = 0). Ainsi

B = B0 = | bR<x>dx—iAjR<xj>
- [([ ) dx—ZA/ (1O g gy ay
_ /;(/ab(x—t)?:dx)f(m%dt—/ (ZA >Wdt
_ /ab(/ab(x—t)fdx—ﬁ:)\j(xj—t)’f>Wdt

- /K L0 g,
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O

Exercice 5.2. Montrer que le noyau de Peano K3 pour la méthode de Simpson (N = 2 et ¢y = a,

T = QTH’, 9 = b) est donné par

(t—a)?(3t—2b—a) Lo < f < ath
Kg(t):{ = s1a<t< 5

12
—$)3 — .
(b—t) (zgm IR a;b <t<b

b
En remarquant que K3 est toujours négatif calculer / | K5(t)| dt puis retrouver la majoration de
a

I’erreur d’intégration (1.7).

5.1.2 Formules de quadrature composée

Comme on I’a remarqué dans la section précédente, le fait d’augmenter le nombre de points ne
garantit pas une diminution de I’erreur. Cela amene aux formules de quadrature composées. On
commence par diviser 'intervalle [a, b] en n sous-intervalles [ax, ar+1] avec a = ap < a3 < -+ - <
a, = beton utilise ensuite une formule de quadrature simple sur chacun des sous-intervalles. C’est
exactement ce qu’on fait dans les méthodes des rectangles, resp. des trapezes ou de Simpson : on
découpe [a, b] et sur chaque intervalle on approche f par une fonction constante, resp. affine ou
polyndmiale de degré au plus 2.

Définition 5.10. On appelle formule de quadrature composée toute formule du type

n—1 Ng

I(f) = Z Z Mg f (2h5),

k=0 j=0
ou pour tout k les \y, ; sont les poids et les xy, ; les points de la formule de quadrature simple sur
Uintervalle [ay, ay+1], avec a = ag < -+ < a, = b.
N,
Remarque 5.8. Pour k fixé, Z i f (z ;) est une formule de quadrature simple a Ny, + 1 points

J=0
sur Uintervalle [ay, aj41].

Dans la pratique on considere souvent le cas ol les a; sont équidistants, i.e. a, = a + —(b —

a), et ou sur chaque intervalle [ay, ax. 1] on utilise une méme formule de quadrature (c’est ce
qu’on a fait au Chapitre 1), en particulier N, = N (le nombre de points est le méme pour chaque
intervalle). Précisons ce qu’on entend par une méme formule de quadrature puisque les [ay, ag1]
sont distincts :

1. Dans le cas ou les a;, sont équidistants, les intervalles sont juste les translatés de I’intervalle

k k
lag, a1] : [ak, ag1] = |ag + ﬁ(b —a),a; + E<b —a)|, et on procede de méme sur les xy, ;

tout en gardant des poids identiques : pour tous jet kona xy ; = xo;+—(b—a)et Ay ; = Ao ;
n

(on écrira simplement \;).
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2. Si les ax ne sont pas nécessairement équidistants, la fonction affine

': Og+1 — Ak,
(pk(l’) . —al — o (SL’ Clo) + Qe

envoie I'intervalle [ag, a1] sur [ag, ax,1] (dans le cas équidistants on retrouve la translation

précédente y(r) = = — ap + a = = + £(b — a)). On prend alors, pour tous k et j,
Qg1 — Ak
T = Pr(To) et Ar; = ————Xoj.
ay — Qo
Une remarque importante est que si la formule est de type interpolation sur [ag, a1] elle I’est aussi
Ag+1 —

% dans la définition des Ak,j : dans
a; — Qg

une formule de type interpolation la somme des poids est égale a la longueur de I’intervalle). En

effet, si f est une fonction polynomiale de degré au plus N sur [ay, aj1] alors fr, = f o ) est une

fonction polynomiale de degré au plus N sur [ag, a;]. On a donc

sur chacun des [ay, ay1] (c’est I'origine du facteur

al N
0=E() = [ A =3 doshileo,)
ag 7=0

al N
= / fopr(r)dr — Z Xog f (r(2o,7))
ao j=0

ai — aop bt al ai — agp

- 10 f)ydt =y ————Nif(xn,
ak+1—ak/ak () jz:;akz—i-l_ak ’ ( ])
a1 — Qo

= —E(f),
Ap41 — Ak

ol on a utilisé a la troisieme ligne le changement de variable ¢ = ¢ (z) et le fait que ¢} (z) =

2k+1=% I a formule est donc d’ordre supérieur ou égal a N, elle est donc de type interpolation.
a1—ag

L’estimation de I’erreur suivante est une conséquence directe de la formule de Chasles et de (5.2).

Proposition 5.11. Si les ay, sont équidistants et sur chaque intervalle |ay, ayi1] la formule de
quadrature est identique (dans le sens ci-dessus) et de type interpolation alors pour tout [ de

b n—1 N
classe CN T Uerreur d’intégration E(f) = / f(x)dx — Z Z Aif (xn,5) vérifie
a k=0 j=0
(b— a)N+2 (N+1
E < — || o
B < )

On remarque que ’erreur tend vers 0 lorsque n, le nombre d’intervalles dans la subdivision, tend
vers I’infini (et pas le nombre de points dans les méthodes de quadratures simples).

n—1
Démonstration. En utilisant la relation de Chasles on écrit E(f) = Z Ex(f) ou
k=0

B = [ wde =Y af )
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L’estimation (5.2) donne alors

1 b—a\"" (b—a)N+2
E < N+1 (N+1) .
OIS g () WO el
Le résultat découle alors de 1’inégalité triangulaire. O

Remarque 5.9. Si on prend une méthode de quadrature dans laquelle les poids sont tous positifs
(c’est le cas par exemple de la méthode de Simpson), en majorant (trés grossierement) le noyau de
Peano, on peut montrer que dans (5.3) on a

b
/ K (8)] dE < C(b— a)™ 2,

ou m est l’ordre de la méthode. Ainsi, si on utilise ’estimation (5.3) au lieu de (5.2) dans chacun
des intervalles [ay, ay11] on peut voir que I'erreur est alors en O (n=™"') ot m est I’ordre de la
méthode. Ce dernier étant toujours supérieur ou égal a N + 1 cela donne une meilleure estimation
que celle de la Proposition 5.11. C’est en ce sens que l’estimation (5.3) est meilleure que (5.2).

5.2 Meéthode de Gauss

Comme mentionné dans la Remarque 5.9, on peut montrer que 1’erreur dans une méthode de qua-
drature composée, dans laquelle la méthode de quadrature simple utilisée dans chaque intervalle
est d’ordre m et pourvu que les poids soient positifs, est en O(n~™"1) pour toute fonction f de
classe C™"! et ol n est le nombre d’intervalles dans la subdivision de [a, b]. En particulier, plus
I’ordre de la méthode de quadrature simple est élevé, i.e. plus m est grand, plus la méthode de
quadrature composée convergera rapidement lorsque 7 tendra vers 1’ infini.

Une fois les N + 1 points de la méthode de quadrature choisis, on a vu que le mieux était de
prendre une formule de type interpolation (condition nécessaire pour que 1’ordre de la méthode soit
au moins V). Le choix le plus simple des points d’interpolation est de les choisir uniformément
répartis dans I’intervalle et on a vu qu’alors la méthode est d’ordre exactement /V si N est impair
et exactement NV + 1 si IV est pair. Il est naturel de se demander si un autre choix de points
d’interpolation ne serait pas meilleur, et dans ce cas quel ordre on peut espérer.

Si la méthode est d’ordre m elle doit €tre exact pour tout polyndme de degré au plus m, en parti-
culier pour tous les z* avec k < m, ce qui s’écrit

b i N i pet+1 i
/ax dx:;/\jxj = k+1 _Z/\Jxﬂ‘
On a alors un systeme (non-linéaire a cause des a:f) de m+ 1 équations (k =0,...,m)a2(N+1)

inconnues : les A; et les ;. On peut a priori espérer une solution tant que m + 1 < 2(N + 1), i.e.
m < 2N + 1, et donc I’ordre maximum raisonnable est 2N + 1. Il faudrait également s’assurer
que les x; soient bien 2 a 2 distincts. Le Théoreme 5.13 ci-dessous dit que ¢’est précisément le cas
et donne les points x; correspondants (les \; sont alors forcément donnés par la Proposition 5.4).
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Il repose sur les polyndmes orthogonaux considérés au Chapitre 3. Pour tout entier n, p,, désigne
I’unique polyndme unitaire de degré n tel que la famille (p,,),, soit orthogonale pour le produit

scalaire f: f(z)g(z) dz (voir la Proposition 3.11).

On aura besoin du résultat suivant concernant les racines de ces polyndmes orthogonaux.

Proposition 5.12. Pour tout intervalle |a, b et tout n € N le polynéme p,, admet n racines réelles
distincts qui sont toutes dans 'intervalle [a, b).

Démonstration. On commence par montrer que p, a exactement n racines réelles dans [a, b]
(comptées avec multiplicité). On note z1, ...,z les racines de p, dans [a,b] et on note p(x) =
(x —x1)--- (x — x) (si p, n’a aucune racine dans [a, b] alors p(x) = 1). On peut ainsi écrire
Pn = P X g avec ¢ n’ayant aucune racine dans [a, b]. En particulier ¢ est de signe constant sur [a, b|.

On a alors, puisque g est de signe constant sur [a, b,

b b
/ p(z)pn(z) dz = / p(x)q(z)dz #0

Comme p,, est orthogonal a R, 1[X] cela prouve que p est de degré au moins n et donc que
p = p, : toutes les racines de p,, sont donc réelles et dans [a, b].

Il reste a montrer qu’elles sont toutes simples. Supposons que p,, ait au moins une racine double
xo. On peut donc écrire p,(z) = (z — x¢)?q(x) avec q de degré n — 2. En particulier p,, et ¢ sont
orthogonaux, c’est-a-dire

ce qui est impossible. O
Théoréme 5.13. Soit [a, b] fixé. Pour tout N € N il existe un unique choix de points x, ..., TN
et de poids X\, . .., \y tels que la méthode de quadrature simple associée soit d’ordre supérieur

ou égal a 2N + 1. Elle est d’ordre exactement 2N + 1 et les points x; sont les racines de py.1
(appelés points de Gauss-Legendre) et les \; sont alors donnés par la Proposition 5.4.

Démonstration. On raisonne par analyse/synthese.
Supposons que les x; et A; soient tels que la méthode est d’ordre supérieur ou égal a 2N + 1. On
N
note w(z) = H(m — x;). Il est de degré N + 1 donc pour tout P € Ry[X]onawP € Royiq[X].
j=0
Puisque la méthode est d’ordre supérieur ou égal a 2N 4 1 on a alors

——
0

b N
/ w(z)P(z)de = Z \jw(z;) P(x;) = 0.

Ainsi w est un polyndme unitaire, de degré N + 1 et orthogonal a Ry [X]. C’est donc nécessaire-
ment py4 et les z; sont les racines de ce dernier. Puisque 2N + 1 > N, la méthode est de type
interpolation et cela fixe donc aussi les ;.
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On prend donc comme points x; les racines de py; et comme poids A; tels que la formule soit de
type interpolation. D’apres la Proposition 5.12 les z; sont bien deux a deux distincts et dans [a, b].
On montre que la méthode est alors d’ordre exactement 2N + 1. Il faut pour cela montrer que pour

tout P € Royyq[X]| ona
b N
/ P(z)de =Y \P(x),
a j=0

et qu’il y a au moins un polynéme de degré 2N + 2 pour lequel I’identité ci-dessus est fausse.

On effectue la division euclidienne de P par py41 : P = Qpni1 + R avec deg(R) < deg(pn+1)s
i.e. R € Ry[X]. On remarque par ailleurs que puisque P € Ryy1[X] on a aussi ) € Ry[X]. On
a donc

/abP(:E) de = /abQ(:E)PNH(x) dx + /abR(x) de.

Le premier terme du membre de droite est nul par définition de py; et puisque @ € Ry[X].
Par ailleurs R est de degré au plus /V et la méthode est d’ordre au moins N (elle est de type
interpolation). On obtient ainsi

b b N N
/ P(z)ds = / R(z)dz = Z \R(z;) = Z \;P(z),

ol on a utilisé px1(x;) = 0 pour tout j a la derniere égalité. La méthode est donc bien d’ordre
supérieur ou égal a 2N + 1.

N b
Finalement p3 ., | est de degré 2N + 2, Z A\jPa+1(z;) = 0 tandis que / P () dz # 0, ce qui
=0 a
prouve que la méthode est d’ordre exactement 2N + 1. O

Remarque 5.10. On peut montrer que dans la méthode de Gauss les poids sont positifs. En effet,
la méthode est d’ordre 2N + 1 et le polynome ng est de degré 2N donc

b N
0< / Li(z)de = MLi(z)) = \;.
a k=0

Si on utilise une méthode de quadrature composée dans laquelle la méthode de quadrature simple
est une méthode de Gauss, la Remarque 5.9 montre que I'erreur est en O(n~N+2)),

On termine ce chapitre avec le résultat suivant. On a vu qu’une méthode de quadrature simple ne
convergeait pas forcément en augmentant le nombre de points (de la méme fagon que la suite des
polyndmes d’interpolation de Lagrange d’une fonction f ne converge pas nécessairement vers la
fonction f lorsqu’on augmente le nombre de points). Si on choisit la méthode de Gauss on peut
cependant montrer, voir [ 1] - Module VI.1,

Théoréme 5.14. On note Ex(f) I’erreur d’intégration obtenue par la méthode de Gauss a N + 1
points. Pour toute fonction f € C°([a,b]) ona A}im En(f)=0.
—00
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