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Feuille de TD 6
Théoréme des fonctions implicites

Exercice 1. Soit X la surface d’équation zy — zlny + ™ + z = 2.

a) Montrer que ¥ peut étre représentée au voisinage de (0,1, 1) sous la forme z = f(x,y).
Déterminer la différentielle de f en (0,1).

b) Montrer que ¥ peut étre repésentée au voisinage de (0, 1, 1) aussi sous la forme z = ¢(y, 2).
Déterminer la différentielle de g en (1,1).

c) Montrer que X peut étre représentée au voisinage de chacun de ses points (g, yo, 20), S0it
sous la forme z = f(x,y) soit sous la forme = = ¢(y, 2).

Exercice 2.

a) Montrer que la fonction définie sur R par f(x) = 2% + sinz admet une fonction inverse
locale g satisfaisant ¢(0) = 0. Donner le développement limité de g d’ordre 2 en yy = 0.

b) Soit f : R? — R, (z,y) — ycosx + % + y?. Montrer que I'équation f(z,y) = 0 au
voisinage de (o, o) = (0,0) détermine implicitement une fonction y = g(z) de classe C*>
dans un voisinage ouvert de xog = 0. Donner le développement limité de g d’ordre 2 en zy = 0.
c) Refaire b) pour f(z,y) =z — cos(zy) — sin(xy) au voisinage de (xq, yo) = (1,0).

e +y2+t=2
sinz +y?z+t3 =1
voisinage de (z,y, z,t) = (0,0,2,1) deux fonctions de la forme = = x(y, 2), t = t(y, 2).

Exercice 3. Montrer que le systéme définit de fagon unique au

Exercice 4. Montrer qu'’il existe U, voisinage de (0,0) € R? et une unique application
z: U — R de classe C*, qui s’annule en (0,0) tel que e*@¥) = (1 + ze*@¥)(1 + ye*(@v)
pour tout (x,y) € U. Déterminer ensuite Dz(0,0) et D?*2(0,0).

Exercice 5. Soit la fonction f définie sur R? par f(z,y,2) = 2% — 2% — 222 + 22 — y> — 1.
a) Montrer que pour tout (x,y) de R?, I’équation f(z,y, z) = 0 posséde une unique solution
¥(x,y), strictement positive.

b) Montrer que la fonction ¢ ainsi définie est de classe C.

c) Déterminer les points critiques de ).

d) Etudier les extrema globaux de 1), interpréter par rapport a la surface f = 0.

Exercice 6. Montrer que l'intersection des deux surfaces x?(y*+2%)—5 = O et (x—2)*+y? =
2 passe par a = (1,—1,2), et au voisinage de a, la courbe d’intersection s’écrit sous la forme
y = f(x) et z = g(z). Donner I’équation de la tangente au point a.

Exercice 7. Soit fi(z,y) = zy + z* — y* + Asin(A\x) — N\?y.

a) Montrer qu’il existe un unique point critique pour fy, quelle est sa nature ?

b) En utilisant le Théoréme des fonctions implicites, montrer qu’il existe a, e > 0 tels que
pour tout |A| < €, fy admet un unique point critique (x(\), y(\)) dans le disque B(0, o) C R
c) Quelle est la nature de ces points critiques, pour |A| suffisamment petit 7

d) Calculer 2/(0) et 3/(0).



