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TD n°3: Variables aléatoires discrétes: loi, espérance, variance, fonction génératrice

Exercice 1. Une urne contient 2 boules blanches et 3 boules noires. On tire les boules une a une sans les
remettre jusqu’a ce qu’il ne reste que des boules d’une seule couleur dans 'urne. Comment peut-on modéliser
le nombre de tirages nécessaires a l’aide d’une variable aléatoire?

Exercice 2. Soient X une variable aléatoire de loi uniforme sur {—2; —1;0;1;2}, et Y = X3 — X.

a) Calculer l'espérance de X.

b) Calculer l'espérance de Y: en déterminant d’abord la loi de Y, puis sans déterminer la loi de Y.
Exercice 3. Dans une région donnée, 3% de la population est atteinte de la maladie M. 170 personnes se
présentent a I’hopital pour une consultation.

a) Modéliser le fait que le n-éme patient soit atteint de la maladie M ou non a l’aide d’une variable aléatoire
X,,. Donner sa loi ainsi que son espérance et sa variance.
On note N le nombre de personnes qui se sont présentées pour la consultation et atteintes de la maladie M.

b) Exprimer N a l'aide des X,,. En déduire la loi de N ainsi que son espérance et sa variance.
Exercice 4. Soit X une variable aléatoire a valeurs entieres strictement positives. Montrer que X suit une
loi géométrique sur N* de parametre p si et seulement si pour tout n € N,

PX>n)=01-p™

Exercice 5. Soit X une v.a. a valeurs dans N.
“+oo

a) Montrer que E(X) = ZP(X > k).
k=1

b) En déduire 'espérance d’une loi géométrique de parametre p €]0,1].

Exercice 6. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, de la méme loi géométrique sur N* du
parametre p €]0,1[. On pose U = max(X,Y) et V = min(X,Y).

a) Calculer P(U < k) pour k € N. En déduire la loi de U.

b) En s’inspirant de ce qui précede déterminer la loi de V.

Exercice 7. Soit £ une variable aléatoire géométrique de parametre p.
a) Calculer la fonction génératrice de € et en déduire E(), Var(§) et E(1/(1+¢)).
b) Pour n,p € N*, calculer la probabilité conditionnelle P(§ > n + p| & > n).

Exercice 8. Soient £1,...,&, des variables aléatoires indépendantes, de la loi de Bernoulli de parametre p.
a) Déterminer la loi de probabilité de la v.a. S, = & + -+ + &

(¢) par un calcul direct,
(74) en utilisant la fonction génératrice.

b) Calculer E(S,), Var(S,) et E(1/(1+5,)).
¢) Donner un exemple d’expérience modélisée par S,.

Exercice 9. Soient &; et £ deux variables aléatoires binomiales indépendantes dont les lois de probabilité
sont B(ny,p) et B(ng,p). Calculer la fonction génératrice et en déduire la loi de S = & + &o.

Exercice 10. Soient X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes suivant la loi de Poisson de parameétres
respectifs A; (\; >0, i=1,...,n).

a) Calculer la fonction génératrice de S, = X7 + --- + X, et identifier la loi de cette v.a.

b) Déterminer la loi de 2X7, puis de 2X; + X5 lorsque Ay = Ag = A,

Exercice 11. On lance au hasard N points sur lintervalle [0,p !N], avec p > 0. Pour un intervalle
[a,b] C [0, p71N] on note My ([a,b]) le nombre de points tombés dans l'intervalle [a, b].



a) Trouver la loi limite de My ([a,b]) lorsque N — +o0.

* b) Soit tn la coordonnée du point le plus proche de 0. Pour ¢ > 0, calculer la probabilité que ¢y > ¢, ainsi
que la limite de cette probabilité quand N — +oo.

x¢) Si [a,b] et [¢,d] sont deux intervalles disjoints dans [0, +o00[, les variables My ([a,b]) et My ([c,d]) sont
elles indépendantes?

*x d) Montrer que lorsque N — +00 ces deux variables deviennent indépendantes, c’est-a-dire, pour k,m > 0,

i P(M((a,) =k My([e,d)) =m) = T P(Mx(fa,b) = k) x T P(My([e,d]) = m)

*x Exercice 12. Soit £ une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de parameétre A. Calculer E (), Var(§),
la fonction génératrice de € et E(1/(1+€)).

* Exercice 13. Soit T une variable aléatoire a valeurs dans N* telle que P(T > n) # 0 pour tout n € N*. On
suppose que P(T > n+p|T >n) = P(T > p) pour tous p,n € N*. Montrer que T suit une loi géométrique.
(C’est la seule loi sur N* qui possede cette propriété dite “propriété de non vieillissement”).

*x Exercice 14. Soient p €]0,1[ et (X,,), une suite de v.a. indépendantes et de méme loi de Bernoulli de
parametre p. On pose YV, = X, X,,p1 et U, =Y1 + - 4+ Y.
a) Quelle est la loi de Y,,?
b) Pour quels couples (n,m) les v.a. Y,, et Y;, sont-elles indépendantes?
c) Calculer I'espérance et la variance de U,.
Un
ry

d) Montrer que pour tout € > 0 on a lirJrr1 P( —p* > 5) =0.
n—-—+0oo

* Exercice 15. Soit (&), une suite de variables aléatoires indépendantes, suivant la loi de Bernoulli de
n

parametre p. Si&; = 1, on dira qu’a 'instant ¢ le résultat de ’épreuve est un succes. On note S,, = Z{i et
T, (w) = min{n|S, (w) = r} le temps nécessaire pour obtenir r succes. -

a) Déterminer la loi de Ty, E(Ty), Var(T1) et la fonction génératrice de T .

b) Déterminer E(T;.), Var(T,.) et la fonction génératrice de T,. (Indication: montrer que T}, = TL+T7+. . . +T7
ott les variables aléatoires 17, ..., T7 sont indépendantes et de méme loi que 7}).

¢) Trouver la loi de 7.

Compléments: entropie d’une v.a. discréte.

Définitions. 1) L’incertitude i(A) d’un événement A est définie par i(A) =log(1/P(A)). Cest un nombre
réel positif ou +oo d’autant plus grand que [’événement A est moins probable.

2) L’entropie H(§) d’une variable aléatoire discréte & est posée égale a lincertitude moyenne:
st X est l’ensemble des valeurs de &,

H() = > P& = )i(§ =) = Y P(¢ = o) 1og(1/P(¢ = o).

reX reX

Exercice 16. Montrer que pour deux événements indépendants A et B, i(AN B) = i(A) + i(B).

Exercice 17.

a) Montrer que pour toute variable aléatoire discrete & on a H(§) > 0, et que H(§) = 0 si et seulement si £
est dégénérée (c’est-a-dire si P(§£ = a) = 1 pour un a).

b) Calculer I'entropie d’une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur {1,...,n}.

c) Soit £ une v.a. prenant ses valeurs dans ’ensemble {1,...,n}. En utilisant la concavité de la fonction
logarithme, montrer que H(§) < log(n). Que peut-on en conclure sur l’entropie d’une variable aléatoire de
loi uniforme sur {1,...,n}?

*+x Exercice 18. On reprend ’exercice 9 de la feuille 2. On note &, la v.a. décrivant la position de la puce au
temps n, i.e. §,(Q) = {1,2,3}, p(§n = 1) = an, p(§n = 2) = Bn, p(€n = 3) = Tn.
a) Que vaut H(&)?
b) Exprimer H (&), puis H(&,+1), en fonction de «,, (on pourra remarquer que, pour tout n, 3, = ¥y).
¢) Montrer que la suite (H(&,)), est croissante. (Indication: on pourra étudier rapidement la fonction

@) = 1+ 3z

sur lintervalle 0, 1[.)

log(2) + %(1 _ &) log(1 — &)+ log(x) — %(1 +2)log(1 + 2)

d) Montrer que la suite (H(&,))n converge et déterminer sa limite.



