UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHMNOLOGIES DE LILLE
N dlardre - 3801

THESE
pour obtenir le grade de
DOCTEUR DE I"UNIVERSITE DE LILLE I
Digcipline : Mathé&matiques

présentée par
Laurent BRUNEAU

MODELE HAMILTONIEN POUR LE FROTTEMENT
LINEAIRE EN MILIED HOMOGENE

Soutenue le 12 Décembre 2002

Jury
Président : A, VERBEURE. Katholieke Universiteit Leuven
Directeur de Thése : 5. DE BIEVRE, Université de Lille 1
Rapporteurs : O, GERARD, Université Paris X1
C.A. PILLET, Université Toulon-Var
Examinateurs : L. FLAMINIO, Université Lille I
G, TUYNMAN, Université Lille I



Remerciements

Cette thise achevwte, je wudrais profiter de Uoccasion qu'il m'est donnée
il de remercier un certain nombre de personnes.

Je souhai terais, en premier lieu, exprimer toute ma reconnaissance i Ste-
phan De Bidvre pour avoir guidé mes premiers pas de jeune chercheur. Je le
remercie dgalement pour toutes les heures qu'il a bien voulu me consacrer,
celles peassdes aun tableay ou lors de nos nombreuses discussions, mais anssi
les nombreuses heures de lecture et relecture de mes travaux.

Je remercie les professeurs Christian Gérand et Claude-Alain Pillet d'avoir
acceptd d'étre les rapporteurs de cette thése ainsi que pour leur lecture at-
bentive de oo manuserit.

Je voudrais remercier également les professeurs Livio Flaminio, Gijs Tuyn-
man ¢t André Verbeure qui ont accepté de faire partie du jury de cette thése.

Finalement, je voudrais remercier mes parents, ma famille et mes amis
qui m'ont toujours soutenu of encourag tout au long de o8 anndes.



Table des matiéres

1 Introduction
1.1 Frottement et dissipation . . . . .. .. .. ... 0o
1.2 Bains d'oscillateursmilieux homoghnes . . . . . . . 000 L.
1.21 Couplage & un bain d'oscillatewrs . . .. . . ... L.
1.22  Milieux homogénes . . . . . .. o0 L0000
1.23  Le frottement lindaive . . . . .. 0 0000 0oL
1.24 Echellssdetemps L . . . .. . .0 o000 0000
1.3 Quelgques modéles de la lttérature . . . 0 0 0 0 00 000 L
1.3.1 Assemblée d'oscillateurs couplés . . . . . . . ... L.
1.3.2 Chaine d'oseillateurs . . . . .. .. ... L.
L33 Modéle des oscillateurs indépendants . . . 0 0 00
1.3.4 Modéle avee couplage linéaire @ cas général . . . . . ..
1.35  Le "madéle de Nelson classique™ . 0 0 000 0000 L
1.4 Présentation de notre modéle 00 00 00 0000 0000
1.5 Echellesde temps I o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0o o0 o
1.6 Conservation de l'impulsion . . .. . ... ... ... ... ..
1.61 Modéle de Nelson . . . . 00 0000 00000000
162 MNotremodéle . .. o000 0000000 o0l
163 Relation énergie-impulsion . . . .. . .0 00000
1.7 Présentation des résultats . 0 . 0 00000000000

2 Etude du modéle : mécanique classigue
2.1 Laforeedefrottement . . . . .. 0 .0 0 0o e
2L1 Appendice . ... L L oL L e e
2.2 Extence dessolutions . . . 00 0 0000 o000 000
2.3 Comportement des solutions : force constante . . . .. .. . .
24 Leeasconfinant . . . . .. ... . L 0 L0 oo

3 Le modéle quantique
3.1 Espaces de Fock, opérateurs de eréation of d'annihilation . . .
3.2 Ecrture du modéle quantique . . . .0 L0 L0000 L

3

34

a7
ar
41
42
47
60

Tl
7l



TABLE DES MATIERES

3.3 Domaine et anto-adjonction . .. .0 o000 0000 o000 76
34 Existence d'un état fondamental sous condition infrarouge . . 79
3.5 Le probléme infrarouge : une interprétation classique . . . . . 80
36 Lecasmassil . ... .. .. ... .. . . e /3
6.1 Modéles discrets avee quasi-particules massives . . . . 84
3.6.2  Modéles “continug” aver quasi-particules massives . . . 8D
37 Leeasnonmassil . . . ... ... oL e e i
371 Hamiltonien avec “cut-off™ . . . . .. . ... ... ... 97
372 Estimations uniformesen s . . ... .. .. ... ... D8
373 Preuvedu Théordme 3.3 0 0 0 . 00 000 000 101

38 Perspectivies . . . . . L L L. L L e e e e e e e e e e e s 2 103



Chapitre 1

Introduction

1.1 Frottement et dissipation

D'une fagon générale, on dit quun systéme st soumis & un phénoméne
de dissipation lorsqu’il "perd” de l'énergie. Dans oo cas, la deseription du sys-
téme isolé ne peut pas étre hamiltonienne. La perte d'énergie se fait en faveur
de degrés de liberté externes au gystéme : une deseription plus fondamentale
des phénoménes doit les inclure et devrait permettoe une description hamil-
tenienne de l'ensemble. I faut done décrive le systéme &tudié sous une forme
plus globale, en tenant compte du milien dans lequel o systéme évolue. La
dissipation correspond alors & un transfert d Energie du “petit™ systéme vers le
milieu Mgrand” systéme) et non plus simplement & une perte d Energie. Lors-
quun sysbéme comportant un petit nombre de degrés de liberté est couplé
aver un large systéme ayant lui un grand nombre de degrés de liberté (Even-
tuellement infini) on dit qu'il est ouvert. Cette situation est trés [ebgquente,
tant au nivean classique que quantique. L'un des principaux objectifs dans ce
genre de probléme est d'étudier la dynamique du petit systéme, son compor-
tement asymptotique (e ¢ = o), et d'établir 'dquation effective gérant
I"évolution de ses degrés de liberté.

Une source typique de dissipation est le frottement. Notre but dans ee
travail est de présenter (voir la Section 1.4) et ensuite d'étudier un systéme
(hamiltonien) dans lequel une particule classique se déplace dans un milieu
dissipatif, homogéne et & température nulle, et ce de fagon & oo que cetie
particule ressente une force de fottement lindéaire, ¢ est-d-dire proportion-
nelle A sa vitesse. Par homogéne, on entend un milien qui est invariant par
translation. Plusieurs modéles de systémes ouverts menant & un fottement
linéaire pour le petit syatéme existent déja dans la littérature, et nous les pré-
genterons bridgvement dans la Section 1.3, Cependant aucun de ees modéles
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ne permet de déerire e que nous appelons un milien homogéne. 1ls sont en
particulier adaptés aux situations o le petit systéme st confiné. Or, nous
nouaE inbéresserons plus particulidérement au cas oh la particule &8t soumise &
une foree extérieure constante.

A part le frottement lindaire, qu'on obgerve par exemple lorsquun éec-
tron se déplace dans un métal, une autre source de dissipation importante
et amortisserment par rayonnement Cradiation damping”), phénoméne ty-
pique de I'électromagnétisme [Ja). Il est instructif de comparer les effets du
frottement linéaire et de 'amortissement par rayonnement sur le mouvement
d'une particule afin de mieux cerner les difffrences essentielles entre oes deux
sources de dissipation. Considérons d'abord Uamortissement par rayponne-
ment. Soit done une particule chargée, de charge totale ¢ et avee une densité
de charge p localisée, couplée au champ éectromagnétique (modéle d"Abra-
ham ). Typiquement, psera une fonction de classe O™ A support compact et 4
sy métrie sphérique. On peut d'un cdbé preserive le mouvement de la charge et
en déduire le champ ré&ultant via les dquations de Maxwell ou alors spéeifier
le champ et dans ce cas le mouvernent de la particule est donné par la force de
Lorentz. Cependant 'idée est qu'une particule chargée en mouvement émet
des radiations aussitdt quelle est aceflérée. Cecd a pour effet de transférer
de l'énergie et de Uimpulsion de la particule vers le champ et done d'influer
sur le mouvement de la charge. Une étude de ce phénoméne implique done
une étude couplée du champ et du mouvement de la charge, Si v désigne la
vitesse de la particule ot ¢ la vitesse de propagation des ondes, on résume en
géndral les effets dis au rayonnement dans la foree de frotbement [Ja

Foy = 255 (L1)

w3

L'equation de mouvement effective pour la particule s'éerit alors

. 2t .

i — o a¥= VVig), (1.2)
ot ¢ désigne la position de la particule, et V' un potentiel extérieur. Ce
frottement correspond & une perte d'énergie par unité de temps donnde par
la formmle de Larmor

AFE Dp* ( ]1

At ace
Clest le phénoméne de “radiation damping” : une charpge accélérde pend de
l'énergie par rayonnement. L'énergie &fant bornde inférieurement, on s'attend
alnsl & oo que

(1.3)

lim #(t} =10.

[ =]



1.1, FROTTEMENT ET DISSIPATION 7

Le fait que, dans le cadre du modéle d’Abrabam, I"acoflération de la charge
tende en effet vers 2fro st prouvd rdgourcusement dans [KS2|,

Considérons maintenant le frottement lindaire, qui sera le sujet de cette
thise, Plus précisfment, on pense aux nombreux systémes qui obéissent (4
température nulle) & une équation effoctive (non-hamiltonienne) du type :

mi(t) + yglt) = -VViglth, v =0 (1.4]

O peut considérer par exemple le mouvement d'un lectron dans un métal (le
terme g st alors & Vorigine de Uexplication de la loi d"Ohm dans le modéle
de Drude) ou celul d'une bille plongée dans un milieu visqueux. L'énergie
digsipée par unité de temps dans le milieu est cette bis donnée par

AF .

oy =l (1.5)
On remarque qu'elle est proportionnelle au carné de la vitesse, et non A celui
de Vaceélération comme dans (1.3).

Pour mieux cemer les différences entre le comportement déerit par les
équations (1.2) et (1.4), il suffit de considérer deux types de potentiels par-
ticuliers : le cas d'un potentiel confinant (ie. 51 T Vig) = +ac), et, de
fagon encore plus frappante, le cas du potentiel nul.

Considérons d 'abord lecas du potentiel nul. La prind pale diférence réside
dans U'existence {ou non) de solutions & vitesses constantes, parfois appelées
solifons dans la littérature [KS1|. Dans le cas de 'équation effective (1.2), il
eab évident que, quelle que soit la vitesse v, U existe des solutions & vitesse
constante égale & v, Dans [KS2|, les auteurs ont montré oe comportement dans
le cadre du modéle d'Abrabam. Au contraire, dans le cas de (L4), de telles
solutions n'existent évidemment pas sanfl A& vitesse nulle. I faut metire cela
en relation avec les formules (1.3) et (1.5) qui décrivent la perte d ‘Energie. En
effet, dans le cas de (1.2}, la perte d"énergie d 'une solution & vitesse constante
est nulle, alors que pour U'équation (1.4), une particule se déplacant avee
unée vitesse ¢ non nulle perd de énerge. I est done impossible pour une
telle particule de garder une telle vitesse 87l n'y a pas d apport o énergie.
Dans ce dernier cas, on voit d'aillenrs facilement que, pour toutes conditions
initiales, la particule s'arréte exponentiellement rapidement, avec un taux de
convergence égal 4 L,

Pour un potentiel confinant, on peut dans les deux cas montrer que la par-
ticule “sarréte” en un point critique du potentiel. Dans le cas de 'dquation
(1.4}, cela se montre assez simplement |Ral-|C|. Ce résultat est également
monteé dans [KS2| dans le cadre du modéle d’Abrabam. Si oe point est un
minimum, on peut de plus montrer que la vitesse de convergence o8t expo-
nentiele dans les deux cas. La prineipale différence entre les deux situations
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réside done dans le taux de convergence. De facon heuristique, cela se voit
agiez [acilement : on commence par remarquer que, de agon formelle, on
peut éerire (1.2) sous la forme (1.4) mais avec un coefficient -+ qui dépend
cette fois de g(t) via le potentiel V. En effet, si on dérivwe (1.2) par rapport &

t, on ohtient ;
mi(t) = —(VV(g)) v+ E_ri I
32

En reportant l'expression ainsi obtenue pour # dans (1.2) et en négligeant le
Felwiits %; ¥, on abtient 'équation

(W (alt))alt) = -V V(g(t)), (1.6}

ofl on reconnait une équation de la forme (1.4) mais avec cette fois un coeffi-
cient de frottement non constant (v = (g} = ;—i, (¥*Vigl}). En comparant
(1.4} et (1.6}, on peut voir que le coefficient de fottement et done le tanx de
convergence dépendent fortement du potentiel V' dans le cas de Uamaortisse-
ment par rayonnement [y = %?EF] alors que dans le cas du frottement
lindaire, le coefficient de frottement v est indépendant de V' et done le taux
de convergence aussi (tout du moins s~ est petit, il vaut alors Z-).

Nous remarquons pour terminer que le fait que Uéquation (1.2} soit de
trodsidme ordee implique, lorsque V= 0, existence de solutions pour les-
quelles 1aceélération eroit exponentiellement avec le temps. Celles-ci, cou-
ramment appelées “runaway solutions”, n'ont édvidemment pas de sens phy-
gique. Elles n'apparaissent d’ailleurs pas dans le modéle d' Abraham, ¢'est-
A-dive lorsque L'on tient compte également du milien environnant. Alterna-
tivernent, elles peuvent étre &liminées & aide de conditions asymptotiques
approprides & ¢ = +oc. On peut aussi compremdre leur absence via 1 dquation
(1.6).

Dans cette thise on présentera ef on ftudiera un modéle hamiltonien
d'une particule couplée & un milien homogéne de telle fagon que la parti-
cule s comporte comme 81 son mouvement &tait régi par 'dquation effective
(1.4). Un s'attachera en particulier & I'étude de trois types de potentiels : le
potentiel confinant, le potentiel nul et le potentiel lindaire (cas d'une foree
extérieure constante). Le dernier cas est a priori le plus difficile, en effet
dans ce cas "énergie du systéme n'est pas bornde inférieurement. Avant cela,
nous allons voir comment déerire le phénoméne de frottement & aide d'un
“bain d'oscillateurs” et, sous quelles comnditions celui-cl déerit un milien homo-
géne (Section 1.2). Nous présenterons ensuite bridvement quelques modéles
existant dans la littérature et qui conduisent an phénoméne de frottement
(Section 1.3). Notre modéle sera présent® dans la Section 1.4, son étude sera
Uabjet du Chapitre 2.

mi(t) 4 Frne®
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1.2 Bains d’oscillateurs-milienx homogénes

Dans eetbe section, nous expliquons comment i o3t possible de décrire le
phénoméne de frottement A 'aide d'un “bain d'oscillateurs™. Nous dérivons
ensuite quelles sont les conditions & imposer sur of “bain”™ pour gqu'il déerive un
milieu fomeagéne et enfin quelles sont celles qui, dans un tel milieu, donnent
lien & un frottement lindaire. Nous aboutirons ainsi 4 la deseription d'une
large classe de modéles dont le ndtre, déert dans la Section 1.4, st un cas
particulier,

1.2.1 Couplage & un bain d'oscillateurs

O verra que le systéme &udié dans cette thése peut étre considérd comme
une particule eouplée A un gramd nombre d ‘oscillateurs. De tels modéles ha-
miltoniens sont nombreux dans la littérature physique, et, pour mienx mettre
en évidence les différences avee le modéle que nous proposons, nous les pas-
serons sommairement en revue dans la Section 1.3, Ils ont en général pour
but de montrer que la particule obéit & une dquation de mouvement effoctive
qui est 'dguation de Langevin :

'
mi) + [ oAt - shi(s)ds =WV (@) +Fult) (1)
= u]

ofl (t) est un noyau de frottement, aussi appelée fonction mémaoire, et Fr(t)
une foree de fuctuation. Le terme jlmj'liﬂ s)g(s)ds représente une foree
de frottement. Dans le cas oi ~(t) 8'éerit +8(t), on retrouve le tenme de frot-
tement de "dquation (1.4). L'équation de Langevin est une &quation macro-
seopique, elle correspond & une deseription réduite du systéme. A Uorgine,
Langevin étudiait une particule se déplacant dans un fuide. Il remarqua
que la résistance ressentie par la particule &tait en it die & Velfet moyen
des collisions avee les moléeules du fluide. Pour expliquer le comportement
Brownien du mouvement de la particule, il proposa, en plus de la foree de
frottement, d'introduire une foree complémentaire, aléatoire et de moyenne
nulle : la force de Auctuation.

[ une mani¢re plus fondamentale, on considére une particule couplée avec
un milien dissipatif appelé réservoir (ou “hain™). L'idée est que le néservoir
joue un double rhle. D'un edté, il absorbe de 'énergie et de |'impulsion sans
que son &tat interne ne subisse de changement notable, d'ot la présence du
terme de frottement. Ce dernier déerit la réaction du réservoir au passage de
la particule et doit en particulier &tre indépendant e 'état dans lequel il se
trouve. De autre obté, sa large entropie enfe des fuctuations, responsables
du terme Fy(t), empéchant la particule de se placer dans un &tat d'équilibre.
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Cette foree provient de Uaction directe du réservoir. Un tel terme de Quetua-
tion est présent dans le modéle &tudié dans cette thése, mais il ne jouwera pas
un rile majeur. Ceed est dil an fait que 'on se placera & température nulle. A
température positive, cette foroe de Quctuation serait beaueoup plus difcile
& traiter.

Pour obtenir une telle &quation, la stratégie usuelle est d'éerire dans un
premier temps les dquations de mouvement du systéme global. On résoud
ensuite (si possible) les dquations correspondant aux variables du réservoir,
el on reporte oes solutions dans les &dquations de la particule. On obtient
ainal une description céduite du mouvement de la particule donnde par une
équation effective. Lorsque le réservoir est déerit par un bain ' eseillateurs, il
eat possible d'appliquer cette stratégie parce que les dquations correspond ant
aux degrés de liberté du réservoir sont alors linéaires.

Mous partons du hamilbonien suivant

FE N FE 1 N N
— F ki = 2.5
Her = am | Vig) |le: [Em} | 2""!“":“':] I JZ]:JJ(‘J']IJ'J | JZJ:WJ':‘J'L (1.8)
ol (o)

— LFLY L 1.9
(9) Em‘,mf' (1.9)
Remarquons tout de suite que, 81 oe hamiltonien est quadratique dans les
variables (g;.p;) du réservoir, il ne 'est pas en ¢. Le terme d'interaction
néanmoing et lindaire dans les g4. Dans [CL]-[MS], les auteurs argumentent
que, d'une fagon générale, pour &udier U'interaction entre une particule et
un milieu dissipatif, on peut toujours considérer un hamiltonien de cette
forme. On retrouve également oo type de hamiltonien dans de trés nombreux
madléles [CEFM|-|[DDLL|-|FEM|-[FLM|-[FLO1|-[FLO2|. Le demnier terme de
(1.8}, un peu surprenant, agit juste comume un potentiel pour la particule. 1
et en géndral appelé “contre-terme.” En définissant

N
Vs =V W, W(g) = Wilg).
Jml

on peut woir Wocomme ftant un potentiel di & la présence du réservolr
bout en ébant indépendant de '&at o celui-el se trouve. MNous reviend rons
sur gon origine un peu plus tard. Afin d'obtenir un comportement dissipatif,
il faut ensuite passer & la limite “thermodynamique™ dans le réservoir (ie.
N — +ac) de fagon & avoir un spectre continu de fréquence [FLM|.

Nous allons éerire le modéle déerit par le hamiltonien (1.8} sous une forme
plus générale. Cecd nous permettra de regrouper dans un méme cadre les mo-
déles décrits par un hamiltonien du type (1.8}, mais également les modéles du
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type Nelson [KKS1|, Pauli-Fierz | DG[-[DJ] ou encore le modéle que nous pro-
posons dans cette thiése. Nous pourrons enfin analyser plus aisément quelles
gont les conditions nécessaires sur les différents paramétres présents dans le
hamiltonien pour que oo dernier déedve un phénoméne de dissipation par
frottement linéaire en milieu homogtne.
Soit done (A, p) un espace mesurable, et considérons le hamiltonien
_
Hylg.p.ob,m) = —+ Vig)+ j;dp(u]

2m
IL{I;.I.I:u]u'nI:q]din [ Ld}.l.[u] W,lg), (1.10)

mal2 1 .
am. + gMawalal’

aver les dquations de mouvement correspond antes

Maa(t) + mawla(t) = ~gala(t)] et mi(t) = ~FVerlalt)) + (1),
(Wi}
10 =~ [ Voalaa(t) dule) (1.11)
eat la foroe exerede par le bain d'oscillateurs sur la particule. Précisons que

nous nimposons pas icl au terme W, d'étre de la forme (1.9). Si on résoud
les dquations correspomdant aux ¢y on Loouve :

1
T g lidy

balt) = / " ds oa(q(s)) sinfwalt - 8)] + ¢2(t),

o -uia-g eat la solution générale de 'dquation homogdéne associée. En reportant
o solutions dans la seconde dquation on obtient

mit) = ~VVers(a(®) - [ Voula®)eR(0) dute)
Ifd,u.lzu]f damj%'ﬁ'u'n[qlzt]]u'n{qliﬂ]]Sin[u.lnI:t s)].

Si on effectue maintenant une intégration par parties dans la derniére inté-
grale, on trouwe

(L) fdplzu]f dﬂm.:uﬁ Va,lgt) 1 Vaalg(s)) - gis) cosfw,it — s)]
Talg(t)) Vaa(g(t))

gy

f Vaa(q(te2(t) dula). (1.12)

= Vsl + [ duce) It
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o
g( 1)) Vaa(git))

Thgils

It = Tlilxr‘lﬁcjdp[u]ﬂ-nl:

eat le terme de bord de Uintépgration par parties correspondant & —oc. hous
verrons que les conditions que nous donnerons par la suite, afin que le milien
décrit soit homogéne et donne lien 4 un phénoméne de fottement linéaire,
entrainent que ce berme o3t nul.

Les varables du réservoir sont responsables de trois termes. Lun dépend
des conditions initiales du réservoir, ¢'est la foree de Quetuation :

Fy(t) = fv%mmwﬁnme

un autre ne dépend que de la position de la particule A Uinstant ¢ et agit
comme un potentiel, et enfin le dernier qui décrit une force de frottement
retardé. On reconnait une &quation du type (1.7} aver un potentiel

V@)= Vegy [ dute) 50720),

cosfuwalt — T (1.13)

Si on souhaite avoir une équation dans lagquelle le potentiel V" soit exactement
le potentiel de départ, on voit que le contre-terme W doit avoir exactement
la forme (1.9). On trouve aingl une premi¢re explication & la présence de oe
L.

Remarquons également que dans le cas ol A est Uensemble {1, ..., N} et
g la mesure de comptage, on retrouve Hep aved o, et 7, an liew de g et py.

1.2.2 Milieux homogénes

Pour abtenir un réservoir et un couplage décrivant la situation physigue
souhaitée, i faut donner certaines conditions sur les différents paramétres
g, Was - -, qui apparaissent dans le modéle (1.10).

La premidére condition que nous souhaitons imposer est que e méme choix
de paramétres déerive correctement le systéme pour différents choix du po-
pentiel 1, en particulier dans le cas 1V = 0. Dans un tel cas, on s'attemnd &
o que la particule puisse e trousver au repds en niimporte gquel point e
Fespace, avec le milien eovironnant lul anssi aw repos. En d'autres termes, le
hamiltonien doit posséder dans oo cas un point d" &quilibre, et oo quelle que
s0it la position de la particule. Supposons done que la particule se trouve au
repos au point g, le champ stationnaire ¢, associé est alors

o = 'E'h_l:‘.l']

Mai?
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La force exercde par le bain d' meillateurs sur la particule st alors indépen-
dante du bemps et 3'6crit

fr=f = [ 29 g)dpa)

A Mgl

Omn woit done gque 'éguation de mouvement correspondant & la particule n'est
satisfaite que si le contre-terme W oest tel que :

VW(g) =VU(g) Ulg)= . %@[u]. (1.14)

Omn trouve ainsi une seconde explication (simple] & la présence de ce terme
dans le modéle (1.10) et & sa forme trés spéeifique dans (1.8} (et différente de
celle proposée dans [CL|-[MS[).On peut également remanquer que le contee-
terme est en fait 'énergie potentielle du milieu lorsque le systénwe st dans
aon &tab o &quilibre avee la particule située en g La comdition

Uig) < +oc (1.15)

s'lmpose done tout naturellement. En prenant Wig) = Ulg), on peut alors
Brrire

Hulg.p.d.7m) = b FVig)

P
|mal* 1 . aalg) "
| j:id,l'-*':ﬂ] [Eﬂ"u f Eff"n"-'-': ('i"n f 'rﬂaﬂ-'f.) ] :

Supposons maintenant que le milieu dans lequel la particule se déplace
et homopgéne. L'énergie potentiel U(g) doit alors étre indépendante de g, oe
qui signifie que le contre-terme est constant et peut done étre omis dans le
harmiltonien.

Il semble que les modéles du type (1.10)-(1.14) qui aient &6é le plus ac-
tivement étudids dans la littérature soient oelul donnd par (1.8) dans lequel
ailg) = =Cig,Cy > 0 ou des modéles dquivalents (nous les passerons en re-
vue dans la Section 1.3). On parle alors de modéles & couplage lindaive. Notre
analyse précédente montre que la présence d'un contre-terme non constant
dans ces modéles ne leur permet pas de déerire un milien homogéne en 'ab-
genee de potentiel extérieur. Nous expliquerons dans la Section 1.3 qu'on
peut néanmoing utiliser ces modéles comme une approximation (approxima-
tion dipolaire) en présence d'un potentiel V' confinant.
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Omn peut obtenir une large classe de modéles invariants par translation de
la maniére suivante. On prend

A=FxB, oa=(cfc® B dy=drdv(8), w,=wsz m,=rmg,
(1.16)
et surtout un couplage de la forme

galg) = oz = g)aa(5). (1.17)

L'idée est d'avoir, en chaque paint = € B9, une famille d'oscillateurs, indesxée
par 7 © B et de [eégquence wg. qui forme un obstacle que la particule heurte-
rait lors de son passage en x. Les oscillateurs en différents points de Vespace
n'interagissent pas. L'intuition physique laisse penser qu'une telle configura-
tion devrait étre en mesure de produire une foree de frottement (linéaire) sur
la particule, et ¢ st oo que nous nous appliqguerons & démontrer dans la suite.
O suppose que o, st & symétrie sphérique, réguliére et A support compact.
O suppose de plus, avee quelques abus de notation, que a4 3] = aalws] et
mg = miwg). En particulier, le couplage de la particule avec V'oscillateur 8
ne dépend que de la frdquence de cet oseillateur. On définit ensoite

Niw) = dis (5
I.J'n_.l Sl

et on derit dV = niw)dw. La fonction n représente la densité de feéquence.
Comme nous Uexpliquions dans la Section 1.1, nous souhaitons trouver un
et le du type (1.10)-{1.14)-{1.15)-(1.16)}-(1.17) dans lequel la particule su-
bit une foree de frottement lindaire (tout du meing & petite vitesse) de fagon
A oo qu'elle obéisse & une dquation de mouvement du type (1.4). Nous verrons
que cette information est “codée™ dans le choix de n. La fonetion niw) est
done le paramétre central dans cetbe question.

On peut en outre remarquer que le modéle d’Abraham, tout en déerivant
un environnement homogéne, n'est pas de cette forme. Le phénoméne qui y
apparait st celul du rayonnement, et o8t done totalement diffrent de celui
que nous désirons obtenir icl. Nous v reviendrons en plus de détails dans la
Section 1.3.5.

1.2.3 Le frottement linéaire

Nous suppasons que nous avons un modéle du type (1.10)-(1.14)-{1.15)-
(1.16)-({1.17}. Avec les notations introduites dans la section précbdente, on
peut derive

oo ()
Ulg)= L, =ﬂ (o fduw, aver ulw) = ||cr]||2ﬁ nfw). (1.18)
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On introduit également

K(3) = Lm; (B )zn, 25 @100 )z + A, 7Y,

b 0l DEITArO e que
2
'ﬂ 'h"E"'Tj d"’f 'a]ﬂ-] Tf]]

est une fonetion négative. En effet, o1 est & symétrie sphérique, dhe est done
impaire dans sa premiére varable et paire dans les autres, et &0y est done
imaginaire pure.

Afin d"analyser sous quelles conditions sur oy, 05, m et 7 un tel modéle
décrit un frottement linéaire, on caleule la foroe de réaction (1.11) du milien
gur la particule lorsque celle-ci se déplace & vitesse v constante. On ne donne
il que les risultats de ces caleuls (eeux-cl seront fait de fagon plus détaillée
dans la Section 2.1}, On trouve que la foree [ ne dépend que de la vitesse «
eb plus précisément

flv) = fr(lﬂl]ﬁ

A
Sl = HJU oK ()| <o

Omn remarque que la foree df_' frottement st alignée aver v, Ce type de modéle
semble done bien conduire & une dquation effective pour la particule du type
(L4) plutét que (1.2). On veut cependant une foree de frottement qui soit
linéaire. Etant donné que w est intégrable, que fh:ﬂ:l = 0 (puisque o,y st
impaire en ;) et que I eat A décroissance rapide, on voit immdédiatement que
Fo(0) =0 = limy 4 e fr(|er]). et il n'est done pas possible que f{v) dépende
lindéairement de ¢ pour toute valeur de v dans avcun des modéles de La classe
présentée ci-dessus. Cependant, comme [ est une fonction régulidre de |o), i
est raisonnable d'imposer une condition plus faible, & savoir que fr s'annule
linéairerment lorsque |v| tend vers z2éro, ie.

Ao} v"ﬂ_ﬂ

Wi o] a2

HANGE

paxa
f & K(E)=v>0  (L19)
ou eneore, de maniére dquivalente, que

u(ll) = 0.
Pour cela, il suffit dimposer les conditions suivantes :

0 < alwlhmiw) < 4o, nlw)~ Tegiat (e = D). (1.20)
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La condition sur la fonction nw) est une condition dw petit, autrement dit, ce
sont les basses fréquences qui jouent un réle mportant. Nous donnerons une
autre explication physique plus détaillée de cette condition dans la Section
2.1.

MNous voudrions maintenant donner un commentaice sur le lien entee la
condition pour awir un frottement linéaire proposée dans [CL| et la ndtre,
donnée par (1.20). Bien qu'il ne sait pas possible, dans les modéles du type
(110}, d'avoir f(v) = =y pour tout #, on peut néanmoins 'assurer pour
tout |o| < vy En effet, si on choisit les paramétres des modéles de fagon &
o8 que

ulw) = wg, Vo < 0, et wlw) =10, Yu =1}, (1.21)

o qui st une condition plus forte que la condition «(0) > 0, oo a alors

2mu
Sellvl) = ”f [ d-f f‘-’(v-f]] ||
et flr) = —=v pour tout » < wyy s K est & support compact. Si K est

seulement & décroissance rapide (oo qui est lecas 8l oy o8t Asupport compact ),
alors le résultat est encore vral avec une trés bonne approximation. On pourra
remargquer le “cut-off” sur les hautes fréquences dans la condition (1.21)
Clest précisément cette condition qui est imposée dans [CL| pour décrire
le frottement lindaire. Rappelons néanmoing que le modéle &udié par les
auteurs de [CL| ne décrit pas un milien homogéne.

En conclusion, une classe de modéles dans lesquels une particuls “lente”™
ressentirait une force de frottement linéaire dans un milien homogéne st
donnée par un hamiltonien du type (1.10}) avec les conditions (1.14)-(1.15)-
(1.16)-(1.17}-(1.20}. On retrouvera cette méme condition de “cut-off™ dans
les moddéles présentés dans la Section 1.3.

Avant de poursuivre, nous revenons un instant sur le terme I, de 'égqua-
tion (1.12}, et plus précistment, nous vérifions que celui-c¢l est bien nul comme
nous 'avions indigqué. Avee les notations que nous avons introduites dans
cebbe section ainsi que dans la peéeédente, on derit :

)] = i |—5= [ da¥oua - a(t)os(a - a@ite - 7)|

T |

1 _ ) -
< —=lIVaillet[loa|[z= lim [iit = T} =0.

= Uz
1.2.4 Echelles de temps I

On voudrait enfin dire quelques mots sur le phénoméne d'échelles de
temps. Nous y reviendrons dans les Sections 135 et L5, Ce phénoméne
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Jjouera un rdle primordial dans 'étude de notre modéle. Les modéles de la
classe introduite el contiennent deux échelles de temps intrinsdques. La pre-
midre est celle donnde par le coefficient de frottement + défini en (1.19). On
détfinit en effet le temps de relaxation du modéle

=9\ (1.22)
Si ensuite on appelle vy le premier zéro de [, on introduit alos le emps

—LY (1.23)
LT
o My oest la taille du support de o0 Le emps 7 repefsente le temps que
met la particule pour traverser son propoe diamétre lorsgu’elle se déplace &
la vitesse caractéristique vy Pour traduire le fait physique que la dissipation
eat un “phénoméne & temps long”, on impose la condition 7y 23 72, autrement
dit, on demande que la distance parcourve par une particule se déplacant
& une vitesse de Vordee de la vitesse caractéristique vy pendant le temps
7 80it beavcoup plus grande que le diamétre de la particule. En d'autres
tertmes, on demande que pendant une durée de temps &gale A 7, temps qu'il
fant & la particule pour ressentir efficacement les effets de la foree de réaction
du milieu, celle-¢i parcourt une distance “macroscopique”™ Afin de 8" assurer
que cette condition est satisfaite par le modéle que nous dtudierons, et de
permetire une analyse précise de celui-ci, il est commode dintroduire un
paramétre supplémentaire, Tous les autres paramétres du modéle &tant feés
(en particulier, on a pris toutes les masses des oscillateurs égales 4 1), on
introduit la famille de hamiltoniens H,., indexés par ¢ = 0 :
il , 1 . § ;
Hipor) = o+ V) +; [ do [ d8) e 017 + ujlete. 8)7)
2m 2 Jpa B

'L:“LMS]U’EI g)ralws)élx. 3).

On a done simplement choisi un bain d'oscillateurs de febquences w.(F) =
cwg. On notera avee un indice ¢ les différentes grandeurs associées au ha-
miltonien H, et sans indice eelles du hamiltonien pour ¢ = 1L On trouve

facilement que
1 w

Ne(w) = N(), nefw) = 2n()

C

el
I:J 1 | w

telw]) = -II a1 55— melw) = Zu(—}

2mlfw)w?
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O en déduit que . = é, Selw ;fl:”] et done vare = ware. La condition
Ty S Ty 8'0crit alors E‘—"H'- S 1, et celle-ci peut étre satisfaite simplement en
choisissant, le pn.:m::éLm ¢ “asger prand”.

Nous avons, dans cette section, identifié une classe de modéles et donné
les conditions qui semblent raisonnables afin de déerire un miliew homogéne
donnant lieu & une foree de frottement linéaire. Nous sommes cependant inca-
pables de démontrer rigoureusement le moindre résultat sur le compaortement
de la particule dans une telle généralité, Clest pourquol, dans oe travail, nous
nous attacherons & un modéle particulier, de la classe présentée ci-dessus,
que nous introduirons dans la Section 1.4, Mais avant cela, nous allons brié-
verment passer en revue quelques uns des modéles existant dans la litbératuree
pour montrer qu’ils ne conviennent pas pour o¢ que nous voulons faire ied.

1.3 Quelgues modéles de la littérature

Tous les modéles présentds dans cetbe section sont des moddles unidimen-
sionnels (ie. la particule se déplace dans E).

1.3.1 Assemblée d’oscillateurs couplés

Ce modéle est prisentd dans [FKM)| et peut se ramener 4 un modéle
de la forme (1L.B) par un changement de coordonnées dans les variables du
végervoir{voir [FLO2|). Les auteurs de [FRM| considérent une msemblée de
2N 1 “pacillateurs” couplés les uns aux autres eb dont le hamiltonien est
donné par :

N N

1 2 1
Hesw=5 2 P +5 2 tAuge (1.24)

jm=-N dikwm - N

La masse de chagque oscillateur a &6 fixée 4 1. On particularise oscillateur
d'indice 3 =10 comme &étant la particule étudide, les antres oscillateurs déeri-
vant le réservoir. Les oscillabeurs sont supposés identiques et placés de fagon
A former une chaine avee conditions aux bords péricdiques. Ceel impose que
la matrice A soit symétrique, définie positive et cyelique. Les &léments d'une
belle matrice 8'derivent

¥
1 E m,fmp(

Ay = ﬂ-l:jl I.::I) W, =ws.
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On peut réderive les Eléments de A sous la forme :
Aje = %j:dﬂf{ﬂ]n’{’ ke
= 5 [ ass@eosi(s - o)

oit f(0) = X, udd (n— B
Les équations de mouvement sont icd linéaires et se résolvent facilement.

On trouve pour la particule 'équation suivante :
falt) = —y(thda(t) + Frt),
ot Fy est le terme de Quctuation et () = %lﬂg (ms{ﬂﬂ]) ; iel la nota-
a0

bion (ccs(ﬂﬂ]) désigne le coefficient d'indice 0, 0 de la matrice cos(A3 ¢).
00
Pour obtenir une équation de Langevin dans laguelle le terme de Fottement

serait semblable & celui de (1.4), il faut que la fonction (2} soit constante
Grale &+ = (. Cela impose d "avoir

(msm#n]) — ™M, (1.25)

@
La définition de la matries A donne

(cm{ﬂ%t]:]m E.-"-’ll : i 008 iyt

N

_ %f:dﬂcns[”[ﬂ]]ét].

A la limite N = 4o, fif) devient une certaine fonection déerivant la dis-
tribution des fréquences w,. La condition (1.25) n'est vérifiée que pour f{#) =
+ tan®| E] . Cependant un tel choix entraine que les coefficients A deviennent
infinis. Pour contourner oe probléme, on définit

fo, ) = flo), 18] <8,

= n: ﬂﬂ ':_: |i]| ':_: ':IT:

of 8, st définit par w, = v tan %1; w, reprégente le “cutofl™ & hautes équences
dont on a parlé dans la section précédente. On n'obtient un terme de frotte-
ment lindaire que dans la limite w, =+ 4o, On retrouvera un tel cutoll dans
le cas pénéral des modéles & couplage linéaire. On remarque &galement que,
dans e modéle, on fait un choix sur la distribution f{0) des [nfquences et
non sur le couplage entre les oscillateurs. Cela rend le modéle plutdt abstrait.
I ne déerit pas, en tout &at de cause, une particule se déplacant dans un
milien hamogéne.
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1.3.2 Chaine d’oscillateurs

Un modéle un peu plus concret que celui de [FRM| est celui éudié dans
[DDLL|. Ce modéle a &té &tudié par de nombreux autres anteurs, et on pourra

trouver d'autres réfrences dans [DDLL|. On considére une chaine de 28 4 1
oacillateurs dans lagquelle chacun des oscillateurs est couplé aves ses plus
proches woising (Figure 1.1}, L'oscillateur d'indice 7 = 0 a une masse M et
représente la particule et les autres ont une masse moet déerivent le réservair,
Les ressorts ont bous méme constante de raideur k.

A\ NN AN AN AN .
Im Im Im Im
Il
Fuz:. 1.1 = Chaine o oscillateurs.

On suppose que la particule est soumise & un potentiel extérieur. Le ha
milbonien 8 &erit

_ g 7ok e ,
Hm'ﬁ'”‘f“]'z:h'gz:m.: ) (1.26)
Jp jm=N
ol g1 = g, C'est-A-dire que U'on considére une chaine dont les deux ex-

trémitdés seraient relides. A nouvean, il est néeessaire de prendre la limite
thermodynamique N — oo, Le “cutofll™ du modéle de [FEKM|, et en par-
ticulier sa limite w, -+ +oc est traitée de manidre différente. On efectue
un changement d'échelle sur m et &, & savoir @ m = mf et k= kL, et on
considére ensuite la limite L < oc. On retrouve & nouvean une dquation de
Langevin avec un terme de frottement lindaire. Cependant, on peut facile-
ment voir qu'il ne déerit pas une particule qui se “ballade™ dans un certain
envinonnement.

1.3.3 Modéle des oscillateurs indépendants

Dans ce modéle, on considére une particule couplée & un grand nombre
d'oseillateurs (fventuellement infini ), indépendants les uns des autres, chacun
d'entre eux étant relié & la particule par un ressort (Figure 1.2).

{n suppose & nouveau que la particule est soumise & un potentiel extérieur
V. Le hamiltonien du systéme 8'6crit alors :

F:i ) _F'?_ I' 2 2
o = 2m kVlg) ? 2my I i ] (g; —a)| . (1.27)
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m
Ivl

A

m m
Im

Fic. 1.2 - Oseillateurs indépendants.

Ce modéle, dans lequel on peut également faire des caleuls explicites, est &tu-
dié dans [FLO2|. Les auteurs expliquent en particulier que via un changement
de coordonnées, il est équivalent & celui de [FEM| prisenté précédemment.
Pour ce modéle, U'équation effective (1.12) pour la particule devient :

ma(t)+ V'ig(t)) = Em._,r.u:f (f dt’ cosuy (t t"]]ijllit"])

2

2 o usj-[“:“-'gt]
[ ‘;m‘,mj (qu cosfuyt) 4 Py myws J

1 ql? el p? sont deux constantes déterminées par les conditions initiales du
péservoir. Un reconnait icl la forme pénérale de |'&quation de Langevin (1.7)
dans laquelle la fonction mémoire 5(t) est définie par

it} = Emju.l:f cos(wt )

F

et la foree de Quetuation par

Fr(t) = Ern.;r.u:f (qf cos(wyt) 4 FGM) _

4
F 'I"ﬂ.: I'.I.|J

On remarque que la force de Quetuation dépend de 'état initial du réservoir
Via qll'iI ek ::.-?. Griee & un choix convenable dans la distribution des fréquences
wy, on peut obtenir la fonetion y(t) réelle et positive la plus générale possible
[FLO2]. A laide d'un tel modéle, on obtient done Uéquation de Langevin
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dans sa forme la plus générale (voir (1.7}). I faut pour cela que le réserwoir
soit constitudé d'une infinité d'escillateurs, comme indigué dans la Section
1.2, On peut cependant noter que le terme de Fottement n'est pas linéaire
en git). On a affaire & un Fottement retardé : il dépend des valeurs de g(t')
pour des temps ¢ antérieurs A .

1.3.4 Modéle avec couplage linéaire : cas général

Tous les modéles présentés jusqu'd maintenant sont en fait des cas parti-
culiers de modéles aver couplage linéaire. On considére done le hamiltonien
(1.8) avec o(g) = =Cq. Les caleuls de la Section 1.2.1 donnent ici :

{‘_‘__"fi i
i) = —L_ f dt'g(t = t") cosfw,t’ Frit Viglt). 1.28
g (t) E}:m:m; : Gt — t') cosfwyt’) + F(t) — Vig(t)).  (1.28)
A nouveau, Fr(t) est une fonction qui sexprime en fonction des différents
paranstoes du modéle ainsi que des conditions initiales du réservoir, Le proe
mier terme du membre de droite déerit un frottement retardé. On notera
Fre(t) e terme. On a vu que pour aveir un comportement dissipatif, il fal-
lait que le “bain” posséde un nombre infini de degeés de libertd, On voudrait
alors savoir comment choisir les constantes de couplage {:", [OUT U Cf berme
de frottement soit (approximativement) de la forme —-g. Pour passer 4 la
lirmite d'un réservoir continu, on introduit la fonetion J{w) suivante, appelée
densité spectrale
7 ct
J = — —L 4 . 1.29
(w) 2 gmjul‘, (w m"]' ( )
& étant la fonction de Dirac. La fonction J est reliée 4 la fonction w(w) définie
en (1.18), oo a effet

J{w) = mwulw).

Le terme de frotbement peut alors se réderire comme
2 J !
Fpot) = = f du ) dt'g(t — ') cos(ut’).
T w Ja

L'idée est de remplacer la fonetion J par une fonction J. qui sera continoe,
Cette approcimation est raisonnable & partir du moment o U'on 8" intéresse &
Iévolution du systéme sur un temps trés court devant %: ¢ étant I'éeart moyen
entre deux Edquences wy [CT]. 51 on prend pour Je la fonetion sulvante

Jlw) = w, 0<w<u,
— n: o :-‘h Ll
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le terme de Fottement devient, modulo des approxcimations raisonnables sous
certaines conditions (v < w, par exemple] .

Fg(t) = —74(t).

On remarque que oette hypothése sur la fonction J correspond exactement
A I'hypothése (1.21) de la Section 1.2.3 sur la fonction .
L'équation (1.28) devient done :

mi(t) = —g(t) = V'(g(t)) + Frit).

Comme dans le modéle de [FKM)|, les approximations dont on a parlé de-
viennent exactes dans la limite w, — 4o, Cependant, oe type de modéle
ne décrit pas un milien homogéne, comme nous Vavons déja it remarquer.
Toutelois, comme nous avons indigqué dans la Section 1.2.2, on peut 'utiliser
comme approximation en présence d'un potentiel confinant.

En effet, si on suppose que le hamiltonien (1.10}-{1.14) posside un point
fixe stable en g = go.p = Oy = #5715 = 0, on voit que g, 8L un point
eritique de V, et de plus ¢}, = — 2241 En linéarisant le probléme autour de
oo point fixe, on retrouve le hamil Lonen Hep dans les variables g —g., ¢, — @7,
et aver un couplage lindaire. En effet, si on définit g = g +§ et g = ¢ 4 Ba.
le hamiltonien H 4 8'écrit alors

P

Ha = om F Vig)
mal® 1 Lo . caldtg))’

On lindarise ensuite le terme o,(§ + ¢. ) autour de g, et en utilisant le fait

que $7, = %&z— on obtient
oo
Hyjin = 9 FVig)

o z ¥ - Loy :
Ifdp[;:] [l al | 11'.r1.,,,,u.|:,| (-ii-ﬂ, | ?n—m;]i) ]
A 2ma 2 Tally

Ce modéle apparait done comme une approximation raisonnable d'un sys
téme dissipatil en milien homogéne uniquement dans le cas d'un potentiel
confinant. En particulier, il ne convient pas dans le cas d 'une foree extérieure
conatante ou d'une particule libre, Le seul travail, & notre connaissance, dans
lequel on considére un couplage non-linéaive st [JP].



24 CHAFITRE 1. INTRODUCTION

Comme nous lavons expliqué, aveun de ces modéles avee couplage li-
néaire ne permet de déerire un milieu homogéne. Cependant, et alin d'éviter
bout malentendu, on rappelle que ces modéles peuvent &tre consid &6és oommse
invariant par translation, tout du moing dans un sens formel. En effet, le ha
miltonien Hep est invariant par la transformation g = g + a.p = p. Qg —*
gy "TﬂuLu.: Py —*+ py, oL peut ainsi étre congidéré comme invariant par trans-
LI-'I.L.i.l:I-IL.JlI ne l'est cependant pas dans le sens utilisé e, o'est-fdice oommse
décrivant un milieun homaogéne.

1.3.5 Le "modéle de Nelson classigque”

On entend par “modéle de Nelson elassique™ un modéle constitué dune
particule couplée & un champ scalaire. Ce modéle est en [ait la “version classi-
que” du modéle de Nelson étudié en mécanique quantique. Au premier abord,
on pourra avedr Uimpression que ce modéle est identique & celui &udié dans
cebte thése, et que nous présenterons dans la prochaine section. Nous verrons
cependant que les effets produits par ces deux modéles sont radicalement
différents. Celui-¢i est un modéle pour Uamortissement par rayonnement, et
il est A rapprocher du modéle d°Abraham. La différence &étant que le champ
Electromagnétique figurant dans oo dernier est icl remplacé par un champ
scalaire. Plus précisément, le hamiltonien du systéme 8'6crit

Hua@ro,m) = 24V +j [ do@9e@P + @)

o[ doplz - glola).  (130)
Hd

Ce modéle est &tudié dans [KKS1]-|[KKS2|-| K51, exceptés le terme % i

(pour des raisons techniques) est remplacé par /92 + 1 et "absence du pa-

ramétre ¢ Ce modéle est du type (1.10)-(1.14), mais pas (1.16)-(L 17}, méme

g1l décrit toujours un milien homogdéne ; cela peut s voir directement sur la

forme du couplage.

U peut, comme dans la Section 1.2.3, caleuler la foree de réaction (1.11).
O trouve que ecelle-ci est nulle pour tout || < ¢ (les caleuls se trouvent de
fagon détaillée dans la Section 2.1}, Dans (K81, les auteurs montrent, dans
e cas ¥V =10, que pour toute condition initale, il existe une vitesse va telle
e

lim gt} = w.

FE el

s étudient également le comportement asymptotique du champ, chose gque
nous ne ferons pas pour notre modéle. Le cas du potentiel confinant o8t traité
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dans [KKS1|. lls montrent, dans oe cas, que la particule finit par 8’ arréter en
un point eritique du potentiel et que si celui-cl est un minimum non-dépénéeé
la convergence est exponentielle. dous obtiendrons ied le méme type de ré-
gultats, en suivant leur méthode pour prouver la convergence ; cependant, én
o8 qui concerne la vitesse de converpgence, nous obtenons un taux de conver-
gence explicite en fonction des donndes du modéle mais indépendant de la
forme du potentiel. Cest une des différences entre le phénoméne de radiation
et celui de frottement dont on a parlé dans la Section 1.1, Nous reviendrons
gur o modéle dans la Section 1.6

Pour conclure eette section, on wudrait introduire, dans le cadee de oo
midéle, le phénoméne d'échelle de temps. Nous en avons déja parlé dans le
Section 1.2.4 dans le cadre de la elasse de modéles que nous avons présentée.
On peut tout d'abord remarquer que les emps @ et ™ que nous avions
introduits niexistent pas Lol

On va done supposer que le potentiel extérieur varie lentement, ¢est-A-
dire qu'il est de la forme Vieg) o € est un paramétre sans dimension tendant
vers (1. La foree extérieure qui 8'exerce sur la particule est alors d'ordre . On
appelle f, le rayon de la charge et ¢ la vitesse de la lumidre. Le temps que
met la lumidre pour traverser la charge est alors t, = E:. On obtient ains
trois échelles de temps sur lesquelles la particule a des comportements trés
différents [KKS2|

(i) femps microscopique, t = O(t,), ¢ = O(R,). Sur cette échelle, la par-
ticule suit essentiellement un mouvement rectiligne.

(i) temps macroscopique, t = e "t} g = O " i,). Cette échelle est
définie par les varations du potentiel. En effet, sur celle-ci, il 8"éerit
I (g). La particule suit” la foroe extérieure. Plus précisément, sur cette
échelle, elle obéit 4 une dynamique donnde par le hamiltonien effectil
Hgl @ P} = E(P) + Vi), ott E{P) est o qu'on appelle la relation
énergie-impulsion sur laquelle nous reviendrons dans la Section 1.6, En
particulier, le phénoméne de radiation n'a pas encore d'influence sur le
mrvernent.

(iii)} temps de froftement. Les forces extérieures étant d'ordre ¢, cecl est
fgalement veal pour §. La formule de Lammor (L3} indigque alors que
la foree de radiation est d'ordre ¢ et influe fortement sur la trajectoire
de la particule pour des temps d'ocdee ¢ ELF. Omn voit que sur Uéchelle
de temps (i), la foree de radiation produit un effet d'ordre ¢ qui est
done “négligeable” par rapport aux forees qui proviennent des poten-
tiels extérieurs. La dissipation est done un phénoméne dont les effets
n'apparaissent de maniére significative que pour des temps longs.

On retrouwve oo trois mémes échelles de temps dans le eas du modéle
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d" Abraham [5|.

1.4 Présentation de notre modéle

Mous avons présentd, dans la section précédente, un certain nombre ode
mde les existant dans la littérabure, et nous avons vo qu'aocun d entre eux
ne permet de déerire le phénoméne de frottement linéaire dans un milien
homogdéne. Nous revenons done maintenant & la classe de modéles présentée
dans la Section 1.2,

On considére un modéle constitué d'une particule classique qui est, d'un
citd, couplée & des obstacles représentés par des champs vibratoires scalaires
et d'un autre soumise & une force extéricure F = <V indépendante du
temps. On notera g € BY la position de la particule et iz, y) : B xBE* < R
le champ. Le couplage de la particule avec le champ sera représenté par la
fonction plxz,y) = pi(z)aay). Enfin, ¢ disignera la vitesse de propagation
des ondes. Les dquations du mouvement du systéme couplé sont alors

&z, y.t) — FAyp(x, y.t) = —plz, y) (1.31)
i) =-VViat) - [ ¢ [ dupte - o) 0@)e v, (132

ol Ay désigne le laplacien pris dans les variables y, fe
1

Fy

Mg =D G

o i

On a choisi de fixer la masse de la particule & m= 1 par commodité, celle-ci
ne jouant aweun rile fondamental contrairement & ¢ comme on le wrra plus
loin. S on note p Uimpulsion de la particule et 7 le champ conjugné & o, le
hamiltonien du systéme 5°6crit alors

HOamp) = 5+ V@ -+ [ dr [ ay(@9,ie o+ In(e )

2
IdeILndyF(I g.yhd(z,y) (1.33)

On peut voir que notre modéle rentre totalement dans le cadre déerit dans
la Section 1.2. 11 est en effet de la forme (1.10)-(1.14)-{ L16)-(1.17) ot B =
E" def3) = dk,ws = ¢|k|. Le probléme est done entiérement déterming par
la donnde du paramétre ¢ et de la fonction de couplage p. On fait sur eelle-ci
les hypothéses suivantes :
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(HI}) plz.y) = polz)erziy) 20 € CFF ol g, o2 sont des fone-
tions positives & symétre sphérique vérifiant py(z) =0 4 |2 =
By = 0etaaiy) =08l |y = Bz =0,

ol CFF désigne l'ensemble des fonetions de classe O Asupport compact. Pour
certaing résultats, nous supposerons que op satisfait en outre la eondition
suivante :

(W) &a(k) # 0 pour tout k € B,

Enfin, par la suite nous anrons également besoin de certaines hypothéses
gur le potentiel V. Nous donnons dés & présent ces hypothdses, et nous les
rappelerons en temps voulu. On supposera que le potentiel V' satisfait

(HZ) V& CY{BY) et ¥V est Lipachitzien. De plus. l'une des
deux conditions suivantes est satisfaite : soit V17 est bornd (conume
dans le cas Vig) = —F + g) soit V' est bornd inférieurement.

Nous utiliserons également, par moments (voir Section 2.4 et Chapitre 3),
["une des deux hypothdses suivantes :

(C) lim Vig} = 4o,
| gl e

I:ﬂ:l Ve Li,eliﬂd:l:lj.[t]m ) Ll:tj] = 2.

On peut remarquer que le champ oz, v, t) = oy, y) joue le réle d'un
potentiel pour la particule. En effet, le second terme de (1.32) est Fy,(g(t))
o1

R == [ dz [ dy e - Qo) T)a) 034

eal la foree exceredée par le miliew sur la particule quand celui-ci est dans I'état
i 51 on considére une interaction ponctuelle, ie. plz, y) = 8(x)8(y) ob &
est la fonetion de Dirac, oette foroe devient Fylg) = —Vab(g,0). On peut
remarquer dgalement que le terme d'interaction dans le hamiltonien devient
alors juste «(g,0).

On voudrait maintenant donner une idée du fonctionnement du modéle.
Tout d'abord, la particule se déplace dans Uespace des 2, ou plus précisément,
dans le sous-espace “y = 07 de B En fait, on peut penser & Wz, ) comme
représentant, en chaque point = de Uespace de configuration de la particule,
un “cbatacle” ayant un grand nombre de degrés de liberté, et qui est modélisé
par un champ scalaire. En particulier, il ne faut pas voir les variables ¢ comme
des variables " espace pour la particule ; elles “indexent™ les degrés de liberté
des “olstacles”. Pour comprendre plus précisément oo que on entemd par LA
il est utile d'effectuer une transformée de Fourier partielle dans la variable 3.
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Le systéme (1.31)-(1.32) devient alors

Bl k,t) + R, k1) = —palz — q(t))dalR (1.35)
W)=~V + [ dFa®.B,  (130)

ol
Folak) == [ dspn (e~ ok Vai(z, ). (137)

Sous cette forme, on peut aisément voir que i,'.?l::.l.'- k. t) représente, pour chague
valeur de x et de k, Vamplitude d'un oscillateur de febquence wik) = e|k|.
Tous ees oscillateurs sont indépendants les uns des autres ot contribuent cha-
cun & une foroe d'amplitude p (2 g)a; I:I.:]"T-"ii,'.'-ﬂ:.‘c: k) agissant sur la particule.

Bien qu'il fasse partie de la classe de modéles présentés dans la Section
1.2, la forme particuliére de oo modéle, et spécialement de la repréentation
des “obstacles”, fait apparaitre un phénoméne supplémentaire qui sera essen-
tiel dans les preuves de nos résultats. Nous verrons que Uon obtient o8 que
l'on pourrait appeler un principe de Huyvghens dans les variables . L'éner-
gie dissipée par la particule se “propagera vers 'infini” dans la direction y.
Pour se faire une idée de oo phénoméne, on imagine que la particule est
contrainte de se déplacer en une dimension (Le d = 1), et que y € B*, ainsi,
iz, y) déerit les vibrations d'une membrane &lastique situde au point = et
perpendiculaire & 'axe sur lequel la particule se déplace. Lorsque la particule
rencontre les membranes sucoessives, elle crée une sorte de sillage (Figure
1.3} qui représenterait la propagation de énerge dans oos membranes.

mﬁ}\»ﬁ al)

F -
/\y

Fre. 1.3 — Onde eréée par le passage de la particule & travers les membranes
SULOEEELVES,

On a expligqué dans Lla Section 1.2 pourgquol un tel modéle devrait produoine
un eamportement dissipatif, et en particulier un Fottement linéaire (tout du
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moing & petite vitesse). En Uabsence de potentiel extérieur, Uintuition nous
dit que la particule va perdre toute son énergie cinétique dans les membranes
et va finir par s'arréter. On montrera que cette intuition est correcte ob que
la particule va s'arréter exponentiellement vite pour toute valeur de d, mais
A condition que n = 3 et pourva que ¢ soit suffisamment grand. On a déja
parlé de la condition sur ¢ dans la Section 1.2.4 ¢t nous donnerons une autre
explication dans la prochaine section. Concernant la condition sur la valeur de
i, celle-ci est & mettre en relation avee la condition (1.20). Nous reviendrons
plus en détails sur cette question dans la Section 2.1,

La critigque que 'on pourrait apporter & oo modéle st que les oscillateurs
gitudés en différents points de Uespace ne sont pas couplés. Pour remédier A
cela, il suffirait de changer 'énergie potentielle du champ en :

[t [ ay @Vaslanl+dmupea).  038)

Cependant, dans ce cas, on n'obtient plus une foree de Fottement linéaire
pour v petit ; on peut en effet montrer que la force exercée par le milieu
gur une particule se déplacant & une vitesse v constante est identiquement
nulle pour tout |v| < ¢ (voir Vappendice de la section 2.1). Dans de tels
modéles, la force de frottement est en fait proportionnelle & des derivées de
g d'ordre supérieur. En particulier, dans le cas ¢ = ¢ = o5, o0 retrouve
(emsentiellement ) le “modéle de Nelson classique™ de la Section 1.3.5.

1.5 Echelles de temps II

Dans la section précédente on a indigué que nos sfsultats balent obbenus
pourvu que ¢ soit suffsamment grand. Nous en avons donné une explication
dans la Section 1.2.4, et nous voudrons en donner ici une seconde, particulifére
au modéle prfsentd dans la section préoddente.

Rappelons que le modéle contient trois paramétees ¢, py ob e, 00 gy, 0
sont des fonctions qui satisfont & Uhypothése (HI). On a défini les temps 7
et 7y (voir (1.22)-(1.23)). On peot icl définir une troisiéme échelle de temps
caracbéristique du modéle ;

_ 2t
e
temps que les signaux dans les “membranes™ mettent pour traverser la par-
ticule. Un des mécanismes fondamentanx dans notre modéle est le fait que
les membranes évacuent rapidement |'énergie dissipée par la particule, c'est
oo que nous avons appelé “principe de Hovghens” dans la section précédente.
Cette condition se traduit par le it que w5 doit étre petit devant le temps de

(1.39)

Ta
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relaxation 7 du systéme @ 71 23 3. On rappelle que 1 peut 8'éerire ;.'31.' 'la

condition précédente prend alors la forme hLR;. e 1, condition qui & nouveau
peut ftre simplement assurée par le fait de prendre ¢ suffisamment grand.

Méanmoins une partie du travail de cette thése ne néoessite pas d avoir une
condition sur la vitesse de propagation ¢, Pour cette raison, il est commaode
de faire “disparaitre” ¢ grice 4 un changement d'échelle. On définit

&l y,t) = i.'gLi,'.'PI:.'i::y:nt] et maly) = :.'gcrgl:ny]. (1.40)
Le systéme [ 1.31)-(1.32) devient alors
bz t) — Ayl t) = —pu(x — glt))pa(y) (1.41)

itt)=-VVa) - [ do [ dypiz- a@Dpe)T0)@un. (142
La foroe de réaction (1.34) du milieu sur la particule devient, elle,

[z [ dvonte-apt)Vaen).  (143)
:{E L]
On transforme de méme le systéme (1.35)-(1.36) en
Bl k. t) + k[P d(x k. t) = —pi(z —q(thpalk)  (1.44)
i) = -Vt - [ dz [ dhpu(a - QilkIVada k), (149

1.6 Conservation de 'impulsion

Nous voudrions dans cette section faire apparaitre une autre différence
importante entre bes deux sources de dissipation dont nous avons parlé ;@ e
ayonnement ¢t le fFottement. Nous nous restreindrons an cas oi le milien
dissipatif est homogéne et le potentiel extérieur V' oest nul. Nous considére-
rona done le *modéle de Nelson elassique™ pour le rayonnement et le modéle
présentd dans cette thése pour le ffottement.

Ces modéles &tant tous denx invariants par translation, on remarque que
dans chaque cas l'impulsion totale du systéme est conservée. Pour le modéle
de Nelson, celle-ci est définie par

Pi=pi P j dx 7(x) V. (z), (1.46)
eb pour nobre modéle par
Pi=p+FPr=p f de [ dymiz,y)Ved(z y) (1.47)
Bs H=

lei Py représente en fait 'impulsion du champ. On va voir qu'il existe cepen-
dant une différence fondamentale entre les deux phinoménes.
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1.6.1 Modéle de Nelson

O rappelle que le hamiltonien du systéme s'éerit

Hos(a:p,8,7) = 543 [ da(Vo(@)l +In(a)f)

[ deota - 1ot

Par la suite, on notera simplement ¥ un quadruplet (g, p, ¢, 7). I est facile
de voir que Hog, est bornd inférdeurement et atteint son minimum

Enew o = %fﬁ'ﬁ o
en tout point ¥, = I:q:ﬂ:aii?: 0} ob iy st la solution de Aplz) = plz - g)
qui tend vers zéro A linfini. On sait cependant que le long des trajectoires
Fimpulsion totale P o3t conservidée, on peut done sintéresser an probléme
étant fixée une valeur Fy de 'impulsion, H a-t-il un minimm sur la surface
Yp, = {Y|PY) = Fo}? Sioul, quel est-il et en quel(s) point(s) est-il atbeint 7
O peut voir que H posséde bien un minimum sur chagque surface Eg . Cette
question est traitde dans [KS1). On note g et 7y les solutions des dquations

mple) = —p- Vople)  ~Adylx) + plz) = p- Try(a).
Ce sont ce que les auteurs appellent les solutions solitons. Ce sont en fait les
champa qui “suivent™ une particule se déplacant & vitesse p constante. Les
auteurs montrent en essence le résultat suivant :
Proposition 1.1. Pour foul Fy, H alleint un mininum E(Fo) sur p, el
il existe une fonclion v : BY — BY posilive el croissanle lelle que Yp 0
{Y|H(Y) = E(Fa)} ed la sous-variélé, de dimension d, {{g.p, dplz—q), 7oz
Q)} i p=(|Pol) 2.

On peut &galement caleuler 'énergie de oes minima en fonction de p
[KKS2|. On remarque que celle-ci ne dépend que de | et que ¢'est aussi une
fonetion croissante,

En résumé, pour tout Fy, H atteint un minimum E{Fg) sur la surlace
Yy et E(Fy) est une fonction croissante de |Fy|. Clest cette fonction E{P)
dont on a parlé 4 la fin de la Section 1.3.5 et que Uon appelle relation énergie-
impulsion,

Remarque 1.1. On peul, dans o0 modéle dablir une relafion simple entre
UVimpulsion du champ Py el Uénergie du champ lilve Hy, en effel on a -

P =|[7ve| < (flw)’i U)

< Hy.
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On voil ainsi gue impulsion est dominée par Uénergie © & Uimpulsion n'est
pas nulle, alors on ne peul pas rendre Uéinergie ausst pelide que on veul. La
sifuation sern foul & fail différente dans notre modéle.

1.6.2 Notre modéle

On rappelle que le hamiltonien du systéme 8'éerit

Hig.p¢.7) = r -

b5 [ds [ au(19yeta )i+ in(a )l

IL“I‘LJ;#P:EI gl (y)d{x. y).

Comme dans le eas du modéle de Nelson, on voit facilement que H posadde

LLrL FERLT BRI

By=j [ &= [ dytiee); (o)

et que celui-ci est atteint si et seulement 8i Y = ¥, = (g, 0,¢,,0]) ol ¢, est
la solution de Aydlr.y) = plx = glpa(y) qui tend vers zéro & linfini. Ce-
pendant, 3i on 3'intérese an comportement de la fonction H sur les surfaces
d'impulsion totale constante, on otserve un phénoméne totalement différent
par rapport an modéle de Nelson, On montre en effet le résultat suivant :

Proposition 1.2, Quelque soil Fy, on a

inf HY) = E.
'}"JI:_IEpu 'i] ]

51, de plus, Fy # 0, alors celle borne inférieure n'est pas alleinte.

Alors que dans le modéle de Nelson, la fonction H atteint un minimum sur
chaque surface Yp , dans notre modéle on peut trouver sur chacune de ces
surfaces un élément dont 'énergie sera aussl proche que oo veut du minimum
abgolu de H (voir Figure 1.4}, mais sans pour autant abteindre of minimum
gl FE

Démonstration : On choisit un minimmm absolu Yy = (0,0, ¢4,.0) de H.
O peut remarquer que P(¥5) = 0. On a d'ailleurs f’[}’;.] = {} pour tout g.
Ainsi, une fois la premiére partie démontrde, on aura également le fit que
H n'atteint pas sa bome inférieure sur X 8 Fy £ 0 puisque H(Y) = By sl
et seulement 8l ¥ = ¥,

L'idée est d'ajouter & ¥y un champ ¥* = (0,0, 4%, 7%) tel que

PYo+Y9)=F e HY,+Y)=H(Y,) +e
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H
Ill-ﬂr..u:lm

By ale Ly

FiG. 1.4 — Energie et impulsion.

Oin remarque que le support de ¢y en x est localisé antour de x = 0. On
va choigic Y de fagon & oe que les supports de ¢° et 7° en z solent disjoints
de ceux de ¢y et de gy On aura alors

H(Y,+ Y = H(Y,) + H(YY)

el

P(Yy+ Y} = PiYo) + P(Y").
I faut done choisir ¥* tel que

PY)\=F e H(Y')=«

En d'autres termes, on veut choisic un élément Y ayant trés peu o énergie
mais ayant tout de méme Uimpulsion Po. On voit aussi que dans ce cas
H{Y") vaut juste %f |ré[* <+ |V [*. En effet, le terme d'interaction dans le
hamiltonien est nul du fait du choix du support de §¢.

{in va maintenant construire ¢° et 7%, Seient K, L deux nombres positifs,
¥1. ¥z deux fonctions dans C3° (B4 et ys une fonction dans C2°(B) telle que

[ éay=1
Soient
(e u) = 10n (T ) nl) e 7z =K () wl)
on a alors

i€

Vo () = Kx (3) Vool e Vabt(zy) = 1V (3) w)
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DVod
3 [ v (a0 196" )l
= 35 [arite) [ando)+ 3t [aede) [ vk
el
[datyrt @ Vastw) = T [0 (3) v (3) [ dvide
K214 [ de (Ve [ ado.

Omn choisit K = L#: ety et ye tels que

f{b: yval )W (z) = Fy.
On obtient alors

3 [ @+ Dt = F [ dety(dendo)
bl )| Vsl *(u) )

el
f{.l:I{.l:y'ilT'r'l::I: y]'f-"inii-'r'l::i::y] = .

Om chaisit enfin x; tel que les supports de di-'r'l:.u: xr.y) et *.lT'r'I:.'i: Lr.y) en
x sont disjoints de ceux de ¢ et py. S on fait tendre L vers zéro, on obtient
bien le oésultat voulw.

1.6.3 Relation énergie-impulsion

Nous avons défind la fonction E{P) dans le cadre du modéle de Nelson.
Clest cette fonction que 'on appelle relation énergis-impulsion, et dont nous
avons parlé dans la Section 1.3.5. Dans le cadre de notre modéle, eelle-¢i
n'existe pas. Cela induit une différence notable sur le comportement général
des solutions. On se place toujours dans le cas oi le potentiel extérieur est
nul.

Dans le cas du modéle de Nelson, on peut montrer que toute solution
converge “localement™ vers un minimum de H g, sur Xp o P oest impulsion
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totale de la solution [KS1|. Par convergence locale, on entend convergence au
gens de Fréchet pour la famille de semi-normes suivante

Y| = (|p|“ | fhlﬂqu{xnﬂ | |«m{:]|“)%: =0

Ainsl, étant donnde une condition initiale d'impulsion totale £, la particule
“marde” une partie de U'énergie et de limpulsion totales, le reste &Lant dvacod
dans le champ & 'infini. Si le potentiel extérieur est de la forme Veg), sur des
temps de Vordre de ‘1 Lol e passe comme 531 le mouvernent de la particule
obéissait au hamiltonien effectil Hoglg, p) = Elp)+ Vieg) (voir Section 1.3.5).
On peut montrer que :
E":F] i E—U | T“'t]:

ot e = —{p A~ ). La particule acquiert une messe effective. Cela provient
de 'interaction avee le champ, ¢'est le phénomdéne de renormalisalion de
FLEARE.

{in verra au contraire que, dans notre modéle, la particule finit par s'ar-
réter, eb oo indépendamment de la condition initiale. Elle dissipe done toute
gon énergie et son impulsion dans le champ.

1.7 Présentation des résultats

On &tudie dans cette thése le modéle donné par le systéme ' '&quations
(1.41)-(1.42} et oe pour dewx types de potentiel ¥ les potentiels confinants
et surtout les potentiels lindaires, On montrera que dans chacun de cos cas,
el sous cerbaines comditions, la particule se comporte comme 31 elle &bait
gouvernde par une dquation du type (L4). En particulier, on montrera que,
mgdlule des termes d'erreurs que on contrdlera, la foree de réaction (1.43)
du milieu sur la particule produit une foree de frottement linéaire, quelgue
aoit lavaleur de d, mais pour n = 3 et ¢ assex grand. Une &tude détaillée de la
foree de réaction du milien est done un préambule néeessaire A nos résul tats.
Celle-ci est 'objet de la Section 2.1 dans laquelle on reviendra &galement sur
l"origine de la restriction & n = 3.

On étudie le comportement asymptotique (et — 4oc) des solutions du
svatéme (1.41)-(1.42). Cela suppose que, étant données des conditions ini-
tiales, ce systéme admette une solution unique et définie pour tout temps.
D'un point de vue mathématique, on a affaire & un systéme de deux Sdquations
couplées : une dquation aux dérivées partielles et une dquation différen tielle.
Le probléme de existenee b de 'unicibé des solutions n'est done pas totale-
ment dvident. On traitera eette partie du probléme dans la Section 2.2
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L'étude du comportement des solutions fait I'objet des Sections 2.3 (pour
le cas du potentiel lindaire) et 2.4 (pour le potentiel confinant ). Dans ces
sections, comme on 'a dit précédemment, ¢ joue un role majeur, et on le ré-
introduira done dans les dquations. Dans laSection 2.3, on considére le cas o
la force extéricure Fest constante. Sous des hypothéses raisonnables sur les
conditions initiales, et pourva que csoit assez grand et ' suffisamment petite,
on montre alors qu'asyvmptotiquement la particule se comporte comme si son
mouvement &tait dirigé par I'équation (1.4). En particulier, on montrera que
la vitesse de la particule converge vers une vitesse limite o F) proportionnelle
A F pour des petites valeurs de I, e limgp ,.J@ = "1 = 0. On rappelle
que le coefficient de frottement + st défini en (2.5). Plus précisément, on
IGnLEEra que .

u(F) = £ b O )
et que pour tout =0 on & -"

|q|:£] Fris -1:|:F:| £| = Ke m

pour un certain g, (qui dépend des conditions initiales) et une certaine
constante K. Le fait d'obtenir une vitesse proportionnelle & la foree appli-
quée o3t & Vorgine de la lol d'0Ohm. Dans la Section 2.4, on étudie le cas
d'un potentiel confinant. On montre dans un premier temps que la parti-
cule " arréte” en un point critique du potentiel, en suivant la méthode e
[KKS1|. Pour eela, aucune hypothése sur la taille de ¢ n'est néoessaire. Dans
un dewddme temps, on sattache & estimer la vitesse de converpence, et en
particulier & montrer que celle-ci g3t dentique & celle obtenue dans le cas e
(1.4). A nouveau, il faudra alors premdre ¢ assez grand.

Tous les résultats énoncds dans le Chapitre 2 proviennent de [BDB|. Les
démonstrations des différents résultats sont extraites directerment de ce papier
et ont &te placdes A la fin des sections correspond an bes,

Dans le Chapitre 3, oo introduit la wrsion quantique de notre modéle,
On entre ainsi dans un tout autre domaine. On présentera dans un pre-
mier temps e obpets néeessaires & la description du modéle dans sa wrsion
quantique : espaces de Fock, opérateurs de création, d annihilation. On les
présentera d'une fagon assez pénérale dans la Section 3.1. Dans un deuxiéme
temps on écrira la version quantique de notre modéle 4 aide de ces objets et
en particulier le hamiltonien quantique correspondant. Dans la Section 3.3,
on montrera le caractére auto-adjoint de oo hamiltonien. Cette question “eor-
respond™ au miveau quantigque A celle de exdstence des solutions au niveau
classique. Enfin, dans la Section 3.4, on 8'intéressera A la question de exis-
tenee d'un &tat fondamental, On montrera que oo dernier existe, modulo une
hypothése supplémentaire sur la fonction de couplage ps.



Chapitre 2

Etude du modéle : mécanique
classique

2.1 La force de frottement

Une &ude détaillée de la foree de réaction du milieu définie en (1.43) est
cruciale pour comprendre le modéle. Elle sera également utile dans les preuves
de nos principaux résultats. On suppose que 'on appligue A la particule une
foree extérieure F constante. On cherche alors des solutions aux &quations de
mouvement (1.41)-{1.42) pour lesquelles la particule aurait un mouverment
rectiligne uniforme g(t) = go + vt et le champ “suivrait” la trajectoire de la
particule, Le

dulz, y.t) = Tulz — (go +2t)y) (2.1}

En insérant cet ansatz dans (1.44), on trouve facilement la solution :

. hes inf| k|
by (2. k) = ﬁ d#p,[:lﬂﬂ]ﬁ;[ﬂ:]%. (2.2)

Clest oo qu'on appelle la solution retardée, décrivant les ondes crédes dans
les “pwembranes” par le passage de la particule. On peut remarquer que oebte
aolution a des comnditions initiales nulles & ¢ = —o0 dans le sens o, pour towt
(z,y) © B il existe T (ne dépendant que de x) tel que ¢z, y.t) = 0
pour tout ¢ < T (Figure 1.3). Il est facile de voir que ¢'est la seule solution
vérifiant (2.1). Ce champ ¢, (x,y,t) erée une foree qui agit sur la particule
et que on peut facilement caleuler & partic de (143} et (2.2) en utilisant un

37
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changement de variables dans Uintégration (x < x + vt + ga)

Fastotet) = = [ o [ dypile (a0 o)) (Tt o0t
oL ]
= [{id:c Pdﬂ:f; dsW oy () py [z + vs)
. popsinds)
| i (K| TR
= f(u). (2.3)

qui o8t clairement indépendante de go et £ Ainsi, gz, u. t) et g{t) = g0 + vt
sont solutions du systéme couplé (1.41)-(1.42) aver =V = F pourva que
v satisfasse I'dquation f{v) = — F. En conclusion, une solution du type (2.1)
aves vitesse v existe pourvu que Udquation f{v) = —F ait au moing une
solution. Nous verrons que pour £ suffisamment petite cette &uation pos
side deux solutions, une & “petite” et une A “grande” vitesse. Notre résultat
principal dit que, étant données des conditions initiales suffisamment petites
et n'importe quelle foree F pas trop grande, la trajectoire de la particule suit
asymptotiquement la trajoctoire & viwsse constante qui correspond [Thio-
péme 2.4).

Pour les preuves de nos résultats, il est important de bien comprendre le
comportement de la fonction f(v). Le reste de cette section est consacré 4
Uétude de oelle-ci, et les diffiérents résultats sont regroupds dans la Proposition
2.1. Il faut d’abord remarquer que [ est une fonctionnelle dépendant de gy
et pe. Dans cette section et dans la suivante ces deux fonctions sont fxdes,
eb on niindiquera pas explicibement cetbe dépendance. Par contre, dans les
Sections 2.3 et 2.4, nous réintroduirons expliciterent ¢ via (L40) tout en
garlant g, et oy fxes @ [ deviendra alors une fonction de » et o

Il est clair que f e C*(BY). De plus, il est facile de voir que

flv) = LEI?JI]%: L) =0,

et done que la foree de réaction du milieu sur la particule st exactement de
sena contraire A lavivesse de la particule, comme on ' attendait pour une foree
de [rottement. Pour montrer ceci, on peut d abord remarquer que 1'invar ance
de py par rotation impligque gque

Wie Ofd),  R[fiv)] = f{R).

Si on prend maintenant v = [w|er, on trouve alors, aprés changements de
variables (A = |u|s et & = i:I :

ol
(sin(AH)

so1=lep* [ ds [ di [ X p(oipa-+ el BFEE
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L'invariance de g par rotation implique alors que fi{|v|ei) = 0 pour § =
2, ....d, flv) est done dirgée par ¢; et dans le cas géoéral (v 2 0) on obtient

flv) = fru-unﬁ.

U a besoin d'étudier le comporbement asy mptotique de f{v) lorsque o] tend
vers (1 et lorsque o] tend vers +oc. Pour cela, on &erit (woir (2.3))

fiv) =jndkfliw=k]=

aver (apoés quelques manipulations)

fluk) = mmknﬁ:
(el k) = ﬁmtﬂﬁm:&]:
[ | e L sinAfg]
ki) = j.; dﬁffd.cﬂ]p][.c]p](.c] A ) €|

- f d| 5 (€] ) %
:{I—L

oft iy o8t la transformde de Fourer de g, Led, fie, k) est la foree produite par
les “oscillateurs™ -i-i-I:J::ﬂ::l de febquence w = |k|. De ce qui préedde, on déduit
alors que fr(|r|) = 0 et que, étant donnd £ € M, il existe une constanve Cy > 0
belle que

. L (kY
.0 < Gy (1)

Autrement dit, & & fxé, f(v, k) sannule & tout ordre en || losque © — 0.
Done, loragque v = 0, la foree qui 8'exerce sur la particule eb qui est die & un
oscillateur de féquence w(k) = |k situé en x, déeroit plus rapidement que
n'importe quelle puissance de |v| pour v petit (i.e lorsque || << [k|H,; ). Le
couplage de la particule & un tel oscillateur est done trés faible quand |o] est
beaucoup plus petit que |k|f;. Cela correspond & une intuition physique bien
connue : 8 la particule se déplace avee une vitesse v, elle interagit aves un
oacillateur donné pendant un temps d'ordre I%'i. Pour que I'énergie transfoée
entre la particule et Uoscillateur soit efficace, ce temps d'interaction doit
étre comparable & la période de Umseillateur. En effet, Uénergie totale AE
transfénfe (de t = —oc & t = +oc) & un oscillateur foreé de Edquence w

-E:I:E:I | u.l!-ul:l',] :crl:l',]
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peut facilement étre caleulée : AE = | &(w)|*. En appliquant ceci 4 1'équation
(1.44) avec g(t) = vt, on trouve AE = ﬁ|ﬁ;[ﬁ;]|!|ﬁ][|k|;’|ﬁ|:ﬂ]|2 qui 8 annule
A nouveau A tout ordre en v lorsque |v] = 0.

En particulier, il est clair d'apeés cette observation que, 8 on couple La
particule & une famille d'oscillateurs ayant tous la méme fréquence, on ne
pourrait espérer aucun comportement “chmigque” puisque la foree de footte-
ment ne serait pas linéaire én v pour v petit dans ce cas. Lorsque la particuls
ralentit, elle interagit de moins en moins efficacement avec de tels oscillateurs.
Pour remédier & cet effet, il faut coupler la particule & une famille d'oacilla-
teurs suffisamment nombrenx et de fedgquence arbitrairement basse. Lorsgue
la particule ralentiva, ele transfrera aloms de Uénergie aux oscillateurs aves
lesquels elle entrera alors en résonance. Dans notre modéle, le nombre o 'os
cillateurs de basse Méquence situés au point @ dépend de la dimension n de
la variable g, et ce & travers I'élément de volume dk = &)™ 'd|&|df2 La pré-
sence du facteur &)™ ' implique que plus la dimension » augmente, moing il
v a d'oscillateurs de basse [rdquence. Cela se refléte immdédiatement dans le
comportement basse vitesse de la focee fiv)

fellvl)

L “fv |Ba(|0]€) *h(£)de (2.4]

o0 [ hie)ae
Foljvl™2).

Om remarque en effet que, pour » petit, f; diminue lorsque n angmente. Ainsi,

une foree de frottement proportionnelle 4 la vitesse n'est obtenue que pour
=3 Plus précisément, pour n = 3.

$0)= - |10 [ m(@de] v+ ov) = 0 + o)

il on a défind
1= 10O [ Mede (25)

Coeel montre pourgquod le mouvement o 'une particule dans le milieu déerit iei
produit un terme de frottement identique & eelui de Uéquation (1.4) pourvu
que 7 = 3. On peut noter que le coefficient de frottement 5 o8t donné ex-
pliciterment en termes de g et pe et o8t non ool sous Uhypothése (H1). On
g'intéresse dans cette thése A un fFottement lindaire, ¢'est pourquol dans les
principaux résultats (Sections 2.3 et 2.4) on s nstreindra au cas n = 3.

On g'intéresse maintenant an comportement de f{|v|) pour des gramdes
valeurs de |o|. Il est facile de voir d'aprds (2.4) que Lireny |y oo Jel 2]} = 0. En
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d'autres termes, la foree de frottement exercée par le milieu sur la particule
et petite fpalement & prande vitesse, Comme on peut le voir dans les &qua-
tions (1.44) et (2.4), cela est principalement dii 4 la présence du facteur ga.
En particulier, en présence d'une force extérieure F, on ne peut espérer du
gl e quil produise un comportement dissipatil lomsque v est trop grande.
On donne Uallure de f{|#]) lorssque p est une gaussienne dans la Figure 2.1

fellwl)

A

Fic. 2.1 — Allure de fi([«|)

Finalement, on a démonteé la proposition suivante
Proposition 2.1. Sous hypothése (H1), Iz fonction f(v), définie en [2.3),

(i} fiel= f&lﬂl]%: fellel} = 0, (2.6]
(#8)  fallvl) =yl + o([e]), (2.7]

lorsque v tend vers zéro, ef ol v > 0 est défini en (2.5),
(i) lim  fo(|z]}= 0.
|| o 22

2.1.1 Appendice

On revient un instant au eas o0 les oscillateurs en différents points de
I"espace sont couplés, c'est-A-dire au cas ob 'énerge potentielle du champ
est donnde par (1.38). On montre dans ce cas la que la force de réaction du
milieu s'annule pour |v| < .
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Par un caleul similaire & celui présentd ci-dessus, on trouve

flv)= fruwnﬁ:

hes i ; .
Selle]) = -éfy:ﬂflndkfu tﬂ-I:n""“""slzu—’il]lﬁliijlilp;{k]|‘

frlzli‘” = 3‘[{‘&‘[{“ #Lﬂlﬂlﬂ]lilfﬁik”i:—:[f"m & "“"‘]ﬂ"lh'lﬁ
B ;_T[{‘{u[{n dklﬁ]ﬂ]l!lﬂjl:k”ii_:[al::'t]lill f I'-L':l 6“]"’-" u_,]]

On woit alos feilement, ftant donnée la définition de w, que [ (jz|} =0 sl
|| < 1.

2.2 Existence des solutions

U rappelle que le potentiel V' osatisfait I"hypothése (H2) suivante
(H2) V' & O[B4} et V¥V est Lipschitzien. De plus, lune des deux
conditions suivantes est satisfaite @ soit ¥V est borné (comme
dans le cas Vig) = —F + g) soit V' est bornd infrieurement.
On peut maintenant introduire 'espace des phases £ du modéle. On note
||z la norme usuelle sur L3 (BH™ dredy). Sur CFF (R « B, ||¢]| = ||V b |2
définit une norme. On appelle £ le complété de {'.T,'J:'EI,_"Rd x B} pour oebbe

norme. En utilisant les théorémes d'injection de Sobolev ([B|, Chapitre 9],
on peut voir E comme V'espace LR, D, dr) oi

D ={¢ € L= (B", dy) |V, € L*(B", dy)}.

On définit alors
E£=FE x B LA RM) o B

munit de la noromse

: ; : . L
¥|e = (ll¢lI* + lal* + [l=llz + [pI*)* pour ¥'= (g.q, 7, p).

Aver cette norme, £ est un espace de Hilbert.
O éerit maintenant le probléme (1.41)-(1.42) sous une forme plus com-
mule, de fagon & prouver Uexdstence et Nunicité des solutions :

Vi) = GIY(t
{ TS (28)
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ol
Gilpamp) - (mpde-ml - el

Wt [ dedyVoe - pauéla ) (29)

Par solution, on enbend

Y(t) = Yo jj.l{?[}"lzﬂ]]d#

au sens des distributions.
Théoréme 2.2, On suppose i = 3. Sous les hypothéses (H1) el (H2), ona -

1. Pour toul ¥y dans £, Udpualion différenticlle (2.8) admel une wnique
solulion Y () dans CV (R, £).

2 Pour tout t © B, Uapplication W' 1 Y, = Y (t) es continue sur £.

3. Pour foul t € B, H(Y(t)) = H(Yy) oi H est le hamillonien défini en
(1.33) et de plus H esl une Jonclion confinue sur £.

Remarque 2.1. En wlilisand lo premigre parlie du théoréme el (1.42), on
voil que glt) e C(R, Rd]

Four un usage ultérieur, on définit

) =543 [ dedy(Vo@u) +@ol). @10

On peut remarquer que la forme bilindaire antisy métrique

"-'-'l:}r]: Ki] = g1 — Pugz 4 fﬁ_ﬁ dﬂy |:'¢":|1T2 “-'T:|¢“'1:|
A

et densément définie et fait de £ un espace wectoriel symplectique. Sion
note {,} le crochet de Poisson associé, on peut voir que :

{dlz, v} b« v} {mlz,y)w (= W)} =0
{dlz,y)n(" 01} = 8z — 2"y - o). (2.11)

Omn retrouvera des expressions similaires pour le modéle quantigque.

Enfin, les équations de mouvement (1.41)-(1.42) sont bien sur les dqua-
tiong de Hamilton pour le hamiltonien H définie en (1.33), qui représente
I'énergie totale du systéme. On peut noter que oo dernier n'est pas borné
inférieurement quand V' one U'est pas, comme dans le cas V' = —F . g, Cela
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entraine une |&gire complication dans la preove qui est par ailleurs assez
classique et suit larpement celle de [KKS1.
Preuve : On commence par montrer qu'il existe une solution locale. On
utilise ensuite la conservation de 'énergie pour montrer que cette solution
est globalement défnie.

On commence par regarder 'dquation

Y(t) = Gq(Y(t))
{ Y(0) =Y, (2.12)
AN
oY = I:ﬂ;ﬂ;.ﬂyda;ﬂ]. (2.13)

Cette dquation est juste 'équation des ondes homogéne dans B awee un
paramdtre x © B?. Elle admet une unique solution : ¢t € B — Y(t) € £. De
plus, si on note Wi @ ¥y — Y(t) le groupe & un paramétre cornspondant,
on peut voir que W) est une isométrie lindaire pour la norme | |z. W est
fgalement continue sur B = £ ([LM|, Chapitre 3).

On définit maintenant Z(t) = W, ' ¥(t), c'est & dire Y{t) = W2Z(t). En
particulier, Z(0) = ¥ (0) = ¥a. On a ¥(t) = Ga¥(t) + WiZ(t). Y(t) est
solution de I'équation (2.8) &l et seulement si Z{t) vrifie

{ Z(t) = W' Gy (WiZ (1))

20) = Yo (2.14)

o1
Giiigigmp)EE - (ﬂ;n Mz =qlpaly); =VVi(g)

| dz dy Vpn(z ~ q)pa(1)dlz.4) ) €€. (2.15)

Rdt=

En introduisant
G:[LZ)eERxE = W, 'G (Wi Z) e £,

il eat clair que G est continue sur B % £ et lipschitzienne sur £ puisque
Wi est une isométrie et (7, est lipschitzienne, Cette dquation vérifie toutes
les hypothéses du théoréme de Canchy-Lipschitz ([H]|, Théoréme 3.1}, elle
pogadde done une unique solution qui est définie sur un intervalle ouvert.
Plus précisément, il existe un intervalle ouvert J tel que 0 € J e il existe
une unique fonetion Z : ¢ € J = Z(t) € £ satisfaisant (2.14). De plus,
W 25— Z(t) est continue sur £ pour tout ¢ € J et on a done les mémes
résultats pour
WY, e & - Y(t) = Wiy, e £,
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Afin de montrer 'existence globale, on montre maintenant la conserva-
tion de 'énergie. On commenee par montrer le résultat pour des conditions
initiales rémlidres (ie. go.m0 € C(R¥™)). Soit Yo = (do. go. 70, @) avec
i, Ty € {f:ac[]gdln]_ Alors WiY, est régulidre (|[CH|, Chapitre 6} et en utili-
sant la forme intégrale

Y(t) = W'Y, |flu#w; GV (5)),

il est elair que @t} w(t) sont également régulidéres (en x et y). Bemarquons
que ¢z, y, t) et 7wz, i, 1) sont aussi répulidres en ¢ ([LM|, Chapitee 3). Pour
de telles conditions initiales, un simple caleul donne

d
Y =0,
et done, pour des conditions initiales régulidres, H(Y(t)) est constant pour
tout ¢ dans J. On montre maintenant que H est eontinu sur £, La conti-
nuité de W' sur £ et le fait que les fonctions réguliéres soient denses dans £
impliqueront alors le résultat pour toutes conditions initiales. Comme 1V est
continu, il suffit de montrer que le terme d'interaction dans H est contino.
Sa continuité dans la variable ¢ est immédiate par le caleul suivant

| foaredz dypa(z = g)palu ), ) = fooro di dy pa(z = g)pa(u) iz, y) |
= | fugnn e dk SEBE 030 Ky e, K) |

< || Bt || (I — o) [|1a

a kb ;
< || x|l - .

Comme p est & support compact et que n > 3 le premier terme du membre
de droite est fini et done H est continu (la continuité en (g, ¢) découle de
[agon similaire).

Nous aurons également besoin de Uinégalité suivante (basée sur |ab| <
iuﬂ I ki-!ij] :

I di dy pn [z q]ml:sr]ﬂI:y]IE”ﬁ” (mpz ) ). (2.16)

Hd+n

Ainsi :

H(Y (1)) 2 3o+ V(g(0)+ S0P+ SlIm(l3+ (e oy pa). (217
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Nous pouvons maintenant montrer que J = . On sait que J peut 8'éerine
laibl aver —oc < a < 0et 0 < b < 4oc. Nous allons montrer par absurde

que b = 4o (le méme raisonnement montrerait que a = —oc). Si b < 4o,
on sait par la théorie des dquations différentielles ([H|, Théordme 2.1} que

lim |Z(t)]s = +oc

et le mime résultat est alors valable pour |Y(t)|s puisque
[¥(t)le = [WoZ(t)le = |Z(t).

On considére d'abord le cas (plus difficile) o ¥V est bomé (mais V
n'est pas néoessairement bomé inférieurerment). Pour ¢ > 0, on peut &erive ¢
COImme :

b= + 8°, (2.18)

ol ¢ est la solution de 'équation des ondes avee conditions initiales égales
A0 et ¢ est la solution de U'dquation des ondes homopgéne avee conditions

initiales ¢y et my [CH| [J]. En conséquence,
Ht) = ~VV(glt) 4 fwumyvmn:x a(t)) ()" (2. . 1)
| f dz dy ¥ pu(z — g(t)) pa(y)8° (@ 9, 1)
Ri+s

Le premier terme —VV(g(t)) st borné par hypothése. Le dewdéme peut
facilement étre boarné en utilisant Uinégalité de Canchy-Schwarz et la forme
exacte de ¢ donnée dans (|CH|, p.692). En utilisant (2.16) avec ¥V, au lien
de g, on A

If dr dy Vpu(z — q(t))pa(yl¢"(z vt} | < EII Vyd'(t) |2
Bdtn
HI ™ )V (z = g(th) ] -

Mais ¢ est solution de U'squation des ondes homogine avee conditions ini-
tiales gy et my, done, par conservation de 'énergie :

: d : : :
Iy P2} [l + [ 8"t} [lz=I] Fysbo [z + ] o [I2 (2.19]

et done || W,¢8%(t) |5 est également borné.
Finalement, pit) est borné sur J @ il existe © > 0 tel que

weeJt=0 | plt) < (2.20)
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Om a supposé b fini, done p(t) et g(t) sont également bornés pourt > 0.8 € J.

En utilisant la conservation de I'énergie et (217} , on volt que ||¢(t)]| et
[|mit)||z sont bomds. Ainsi [Y(t)|e est également bornd, oo qui est en contra-
diction avee le fait que b soit Gni.

Oin traite enfin le second eas, o0 V' oest bornd infrieurement. Il existe
1o € B tel que pour tout g © B4, V(g) > 15,

(1.33) impligque que

H(Ye) > p(tf + V5 + SISO + SlIn(OE + (pomi iy ps).  (221)

Daone p(t), ||¢(t)]| et ||=(t)||z sont bornés sur J et conmme b est supposé fni,
g(t) est également borné, ce qui est & nouveau une contradiction.

2.3 Comportement des solutions : force constante

A partir de maintenant et pour toute la suite du Chapitre 2, on prendra
= 3. Pour montrer nos résultats on a besoin de supposer que ¢ o830 asses
grand (voir (1.31)). Nous awns expliqué dans les Sections 1.2.4 et 1.5 du
Chapitre précédent les raisons pour lesquelles on imposait une telle condition.
O eéintroduit done e explicitement come dans (140} :

paly) = f.'%ﬂ'g (e ). (2.22)

Dans toute la suite, gy et oy sont fxées ot satisfont (H1) ; ¢ est traitdé comme
un paramétre. La force exeroée par l'environnement sur une particule se dé-
placant & vitesse v est définie en (2.3). On a

10=57(2) =5 () (2.33)
ofl, pour tout w e B,
f[uj] = f{‘d.cf dkflmdﬂ?pn:.c]p]l:.c [ ﬂJH]lﬂ“jl:.k]limlli:.L-Tlﬂ]

On nobe que f et JI';. ne dépendent pas de ¢ En utilisant la Proposition 2.1 et
le [ait que n = 3, le coefficient de Fottement + défini en (2.5) devient alors

7= 0= %ﬁ(ﬂ] :% =, (2.24)

ol ¥ ne dépend pas de o

7= [losto) [ merde] > 0 (2.2
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On peut définir way comme &ant le plus petit séro de JI'_':_ ot Fyg = JI'_',-II-arJ.u:I.

Pour tout w < gy, f,. est croissante, et done pour tout F & BY, |F| = Eﬂ:,“:
il existe un unique v(F) € B4, |[0(F)| < wye = vy (voir Figure 2.1) tel que

Fu(F)) = ~F (2.26)

Coci définit »(F).
Pour obtenir nos résultats, on a besoin de certaines hypothéses sur les
conditions initiales. Pour cela, on définit 'ensemble suivant

Definition 2.3. On appelle D Vensemble de tous les élals Y5 = (da, 9o, Ta. Pa)
dans £ lels que

[l (2, )| + [w|{[Vydolz, 9] + [rolz, y)[}] £ wlz)(1+ |y} (2.27)

pour un eerlam =2 el aver k € LN L2
On peut maintenant énoncer nos principanx résultats.

Théoréme 2.4, On suppose que py el o vérifient (H1) el on considére
(1.41) — (1.42) avec Vig) = =F - q, F € B4.

(i} Pour loul Fy, K. R.e.n > 0 il evisle ool py, a.8,7, Fo, K, B) > 0 Lel
que pour loul ¢ > o, pour lowl |F| < Fye™®F el pour loul ¥y € E led
que dolx, ), malx, ) sonl & support compact dans Bg, C B® pour boul x,
werifiand Ho(Yg) < K™% il exide g (F, Yg) € B et K' = 0 tels que pour
foul t =0 -

|glt) = guo — w(FJt| € Kle= T30, (2.28)

(ii) Pour towl Fy, K, 2,1 > 0 d exisle cg(py, o0, 2,1, Fo. K} > 0 Lel que pour
tout ¢ > co, pour tout |F| < Fac™* % ef pour tout Yo € D aver |||« < K e
HolYo) < K%, il existe g (F.Yy) € BY et K' > 0 tels que pour tout ¢ > 0)

|glt) = goo — w{F)t| < K'|t|*™.

Il faut remarquer que, puisque n peut &re choisi arbitrairement petit, le
taux de décroissance exponentiele dans (2.28) et esentiellement donné par
le coefficient de frottement 5 = %: et que de plus

o(F) = I—I - O( ) (2.29)

uniformément pour |F| < Fae ™% Cela montre que les solutions g(t) de
(1.42) ont bien le méme comportement asymptotique que celes de [1.4),
comme annaned précédemment. La restriction sur U'énergie Hg(Y,) des condi-
tiong initiales dans les hypothéses est reliée an fait que flv) — 0 lorsque
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|er| =+ 4o (voir Proposition 2.1). En effet, il est intuitivement clair que, si &
un certain instant t, |§(t)| est trop grand, alors la foree de réaction du milieu
gera trop faible pour contrer la foree extérieure F et la particule continuera
d'accélérer. Cette argument n'est plus valable lorsque F = 0. Dans oe cas,
on peut alos omettre Uhypothése sur énergie initiale Hqy(Yg), pourva que
I'on impoge sur o4 la condition supplémentaire (W) (voir Section 1.4). Cette
comndition exprime idée que la particule est couplée avec les oscillabeurs de
toutes les frdquences possibles (voir (1.44)). On peut alors énoncer le résultat
suivant :

Théoréme 2.5. On suppose que py, o vérifiend [H1) el que o4 verifie (W),
On considére (1.41) — (142} avee V' =10,

(i} Pour towl n > 0 il exisle ol py, o2,7) > 0 el que pour towl ¢ > ¢y el
pour boul Y5 € £ el que dglx, ), malx, ) sonl & support compact pour loul x,
il evisle gl Yo) € B! et K' =0 tels que pour tout t = 0

lg(t) — gu| < K™ 1,

(ii) Pour toul 1 > 0 i edste e py, o2.7) = 0 bel que pour lowl ¢ > ¢ el
pour Loul Yy € D, il ariste g (Yg) £ B et K' = 0 tels que pour toul t >0

|lglt) = ga| = K'L[*".

La preuve du Théordme 2.5, qui utilise des techniques de cette section et
de la section suivante, sera donnde A la fn de cette demidre.

Oin introduit enfin quelques notations qui apparaitront [réquemment dans
les différentes preuves. On note I3 fiv) la différentielle de la fonetion f(w).
On peut voir que dans n'importe quelle base orthonormée (e, ..., e4) dans
lagquelle ¢ = £ on oa

1]
Solle) 00
0 Ll - :
pfy=| M
: M
sivE et
f_}fl:ﬂ:l: ~dd.

O définit pour tout w & B

ﬁ.l:-m] — max (f:-':lw”: %) . Felw) = min (ﬁ i, f" |'1””)

| ]
(2.30)
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Etant donnée la définition de war et (2.23), il est clair qut_lilim] et T[] sont
strictement positils pour |w| < wyy et que ||[Df(v)]| = ﬂi_-,lﬂ,lii] Clairement,

EIE]I:{L{'HJ] = w].i.[l:‘]:"}_.l:'i'.l'.l:l = & (2.31)

ot § est défini en (2.25). Pour alléger s notations, on écrira simplement
Dfg, 5F et O & la place de Df{o(F)), 7. (22 et 4,252,

Comme on veut montrer que gt} = «(F), il est commaode d'introduine
R(t) = git) — v (F)t. Pour démontrer le Théoréme 2.4, on a besoin du lemme
suivant.

Lemme 2.6. Sous les hypothéses du Théoréme 2.401) (resp. Théoréme 2.4(id)),
i enislecg =0 el 8 >0 Lels que

sup |f|:|:|',:|| < Bel7F
120

pour foul ¢ > op ef powr fouwle condilion milale comme dans & Théoréme
2405} (resp. Théordme 2.4[ii)).
La preuve du Lemme 2.6 sera donnde 4 la fin de cette section.
Preuve du Théoréme 2.4 : Tout au long de la preuve, de nombrenses
estimations seront faites en terme de ¢, il faut done se rappeler que ps dépend
de ¢ via (2.22). D'un autre cdté, les différentes constantes ne dépendront
que de py, aq, .2, Fo, K, R, mais pas de e, F, ni des conditions initiales. On
commence par ficer ¢ asser grand pour que Fae 2 = Fye 2, ee qui entraine
que vl F) st bien défing (voir (2.26)), et oo considére (1.41) — (1.42) pour un
certain F e B | F| < Foe™ ® et un ¥p € £

Lapremidee partie de la preuve consiste en un caleul assez divect mais rela-
tivement long transformant (1.41)- 1.42) en une équation intégro-différentielle
effective pour Rt} = gt} — «(F)t obtenue en (2.42).

La résolution de (1.41) donne, en utilisant (2.18),

Bz yt) = ¢ [z, 0. t) + ¢z, y. 1),
o dans le cas tridimensionnel que Uon considéee ici :
1

Flayt) = — Mﬁﬁ%m qlt |21} (2.32)

& (x,y.t) = j [#1I[¢.:|::i::cl'] Fo e Nydalx, o) + g, o)|de (2.33)

ant? [

et 5;(y) est la sphére de rayon ¢ centodée en g ([J], Chapitre 3). En insérant ceci
dans (1.42), on obtient 'équation intégro-différentielle suivante pour gt} :
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e o 1 _ paly — z)palyl
i) = Fog [[[  drdvas 2200 gte - )
*«Vp(x —q(t)) + Ag(t), (2.34}

i

adt) = g [[ vy [ drienteo) vo -Gyt

Hemg (. )| pa (4) W u (2 — g(t)). (2.35)

Comme n = 3, il n'est pas difficile de wir que f(v), définie en (2.3), peut se
rsCrine COmne suik

¥ — 1 : 'El: 3] : :I T wZ &€
fle) = -4 U e dyde : ER : plx + vz} Vo).
(2.36)

En utilisant cette expression pour remplacer F dans (2.34) par — f{«(F'}} on
Lrouve

i) = 5 [[[danas20= D20 0 e

ﬁf‘[ Izlﬂd__ﬂdydzﬁ':ﬂ' z]Pal:ﬂ]F](I ot — |2}V pr(x — g(t))

|l

FAq(t).

Adin d'alléger les notations, on éerira désormais v = o F). On divise mainte-
nant la premiére intégrale en deux parties

fd:.l: dyfdz:fd:c dy dzlf-t.l'.:.l: dy iz,
B R3 R B R3 2|t Rt B3 ME

On note fl:l',] le second terme, ie

Jtt) = o f f M}ldmyaz"’":y ljﬂ“':-‘”p]lzx Fule) Valz).  (237)

On remarque maintenant que pour |z| = E‘—El: pelylpe(y — 2} = 0 puisque

iy

[

| = 2| 2 |z| = |y| =2 ||
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et paly) =0si |y = Eﬂ‘ Done f[t] s'annule sit > %"— Finalement, on pose

A(t) = Aolt) + fit). (2.38)
Cela donne :
B _ paly = z)paly) . .
i) = g [ deavas?02 iz~ alt — )
Vpilz — () + i ( + o]z Vou ()| + Au(t). (239)
En insérant

glt — |2]) = qt) lezama

dans (2.39) et en utilisant Uinvariance par translation, on trouve

10 = 3 [f[ drava: 2220 gy e olz)

. (I | fklm]da)]w,m b Ay(t). (2.40)

wt, en terme duquel (2.40)

On peut maintenant introduire k() = g(t)
devient

() = iff]l;ludrdydz paly I;I]Pj(y] [,u, (i +)z])
o (I ko2 llklfl:l:ﬂ]dﬂ)]?pﬂ::ﬁ] b A1),

On peut derire

o (I bz 'j:lmj”:”]d”) PACERIE

— f h(8) Vo, (x + v|z]) ds
P

[ %{Hmsp, (Zy, o) j;lmm:#]d#; [lﬁ:[#]d#)

pour un certain Iy ) Appartenant au segment [+ v|z|; z+v|z]4 f: L] f:liﬂ]dﬂ].
De plus, une intégration par parties donne

fllzlﬁia]dazlzlhitl Ilklﬂt |2| — 8) k(s )ds.
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On a alors

R = o f f [ ity 2)paly) [(2) - Vs (2 + v]20)] T2

Lﬂf] | dedyes prly l;'llpaliyl

x[(jl'*klu |z H]ﬂ(g]da) V(x4 -1:|z|:l] Vpilx)

ff quﬂi dz#alisr lzzllf*aliy]

E{HESEF] I H]f el #)ds; [lklﬁfﬂ]dﬂ>?ﬁ(1]

A nouvean, on rééerit la premidre intégrale comme -rl-f-'l'-’ul = f:{, -rlll?-‘l' Il est

facile de voir & partir de (2.36) que le premier terme est alors égal A D fp -f:l:t]
tandis que le second 8'annule, une fois de plus, 8i ¢ > %‘1 Omn définit

fAq (1)

As(t) = At} ﬁf}r M}ldrdydzﬁu(y 2} paly)

x[ﬁm iz 4 i:|z|]] Vo () (2.41)

et on obtient finalement la forme suivante de U'équation intégro-différentielle
pour f(t) = g(t) — vt :

k(t) = Dfg-hit) ﬁff Hmdrdydzpil:y 2)paly)

|2]

([ ¢ el - 9h61as) T+ k] Ve

ff qum dz#alisr lzzllpalisr]

E{Hl‘.‘ﬁﬂp] I H]f Bl #)ls; [lﬁ:[#]dﬂ)?p,[r]
kA1), (2.42)

ot Ag(t) est défini via (2.35)-(2.37)-(2.38)-(2.41). On reconnait ici, dans les
deux premiers termes, 'équation [1.4) avec V=-F.q.

Nous pouvens maintenant montrer que f{t) — 0 tout en contrdlant le
taux de convergence en utilisant pour cela U'dquation (2.42). On commence
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par définir git) = nfﬂ'lﬁt[t]. On a
Wty = e Sig(t), R(t) = — 2 Fig(t) + e Hg0t) = — Lhit) + e S gee),
i [
et done (2.42) devient
_ i
gity = [F1d+ Df]-glt)
| ﬂ: frff drdydz paly — z)pa(w)
4 le| < E
4 4] 3
<[( f (b= [2] ~ s)eg(s)ds) - Tpn(x + v]2])| Viu ()
-]
1 paly — z)paly)
— dr dy dz Vol
4 ff e[t Y | 2] Arle)
I. - ¥ .L[‘_ 5l ¥ i
4 —<H1§Ep] (Ev,121) ed U Vgl g)ds; Iy H]d#}
2 1= | 1=z

1
_jf d::dydz'hl:y z)paly)
"I‘JT III.QJ_ |3|

<[( f 1;4“ |21 = s)e 3t g(s)ds) - gz + v]2))| Vo 2)

bt A1), (2.43)

Remarquons que, dans le troisiéme terme du membre de droite, nous avons

. i
remplacd seulement un facteur kis) pare 75"5[[#]. Nous utiliserons le Lemme
2.6 pour contrdler 'autre. On définit

M(t) = sup g(s)] et N = sup [g(s)]

0 gl

En éerivant (1) pour le membre de droite de (2.43) et en utilisant le Lenune
2.6 pour contrbler son troisiéme terme, on trouve facilement (en se souvenant
de (2.22)) quiil existe des constantes Dy, Db, Dy > 0 ne dépendant que de
o telles que

2l Mo

e ol
2T M(1)

|R(t)| < EE ?{]M(L] [ i_:ﬂmﬂ"%“':t] t - A

i

P 222 BN (1) 4 | A(t)].

Pl
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lei, ftz est le rayon du support de oz (voir (H1)). En prenant ¢ assez grand
(dépendant de Dy, I}y, 0g) on obtient pour tout s > 0,

0 Nl -y
lg(8)| < {;._3 :_: | ”LT)M(H] | H(H]%ﬁh:’f Fed®|Agls)]. (2.44)

En prenant le supremum sur tous les s € [0,1], d'abord dang le membree de
droite et ensuite dans celui de gauche de cette indgalité, on obtient

- 2 "
Dy ap,t g e fhe o iy
- ZERING < L_—a a T)MM b sup (e[ Aa(s])])-

On note k, Uinwerse du facteur devant N (1) Remarquons que k. ~ 1 5
Ainsi

il IF ﬂ;-{:ﬂr o
Nt} Eh(; = T)M(ﬂ] b ke sup (e |[Aa(s]]).

ey 0w

Un remarque que, & la voe de (2.29), uniformément en F € B el que
0< |F| £ Fe 2%, limy 00 250 = 0. Ainsi, de (2,31}, on déduit que

EJ.I;IIIIL F = El.:xltgc e = 7. (2.45)

En utilisant cecd, il est maintenant facile de voir que pour tout 7 = 0, il existe
calp. e, K, Fy, e, n) tel que, pour tout ¢ > ¢, 0n a

0 99 Iy
0 '““(;__3 & @

[

e ) < (B - 31 - 1) 5.

On obtient alors :

i -
i

N(E) < (00 — (0= m)M(8) + ke sup (€3] Aa(s)]) (2.46)

Pour contriler le dernier terme de cette inégalité, nous avons maintenant
besoin d utiliser les hy pothéses sur la condition initiale ¥y € £. On commence
par traiter e cas du Théoréme 2.4 {ii ). Rappelons que Az — Ag est une fonction
A support compact, 8 annulant pour t > %‘. Done, il existe B.(Y;) tel que,
pour bout £ =0

k. sup |i“.'ﬂj:|l|:.|"12|:ﬁl] Agl#)}] £ Be(Yg) < 4o (2.47)

D= gl
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D'un autre cdbé, comme, pour |y| = %: p2ly) = 0 (voir (2.22)), on a

1
Aglt) = mﬂf‘” jm{?ay [ dolgn(z0) 40 Dyla.0)

Fimmo(z, o) |2 (W)W (2 — glt)).
Si |y < 82, alors || = [t — 22|, D'aprés (2.27), et les hypothéses sur ¢, mg

R, R,
oz, )| < Ke|t = =7, |o Vyholz, )| < Ke|t — —
i i

| L

Fid
| tra(x. o) | € Ket [t = = |7,
L

uniformément en la varable z. On a done, pour une certaine constante A,

A
Aty | € ———. 248
A0S (249
Un simple caleul montre alors qu'il existe LI::.,;] =) el que
ﬂ-’:l.l ;5-1
swecsaliifp] = iy VE2n(5) (2.49)
= 1 Wi < t(2)

On éerira i, = LI:E%]. {n a maintenant, pour tout 0 < s < ¢,

l9(s)] < |9(0)] 4 [Is;rliullduilyliﬂll | f'.ﬂ-fcumuuﬂwn:nn [ W

a

et done, en utilisant (2.46), (2.47) et (2.49), on trouwe
1
Mty < | M0+ j N () cdu
a

180} + 5@~ 301~ m) [ Ml

[Fa

T
b e %f“"l u]qu bk Ae St 4 Bt
1]

Om utilise alors le lemme de Gronwall ([H], Lemme 6.2) pour obtenic

lg(t)] < M(t) < (|g(0)] +kede 31, 4 ﬁ]n“" Hii-alhh
g = F(1—mn)

FkeAe 5(J£1Hdﬂ)ﬂ[h -y (2,50)
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O définit ko, = |g(0)] +keAe it ﬁ{ﬂ:_:; En ae rappelant que f:l:f,] = ¢ n%lylit]:
cela donne '

@

i Fl1-nls
; L1 -gn . ed [1-xk
hit)] < foe "k de (L i H]Fd#)n Si1-y

) § o Fi1-nls )
< e o5(1-ak k. Ac é(f ‘:—d# £ o (1-
i} |:l. I H]F
1 Rl1=mhs
L hkd (1=
HecAc ’{f (14 ﬂ]x“”)" *
) T{1-a}
S oo S e e 0 ]
ﬂ:,I:l 1)
b de
{ ]
kA L (1 4sp
. k . - b Ac™1
< _fﬁ[] ’J-'1|_—"=_|.-1_.;|_,,:5[] T3 4 _
= oot F(1 = n) e (g2 = 1)1+ i]# 1

En consbquence, _
kit) = Ot ™),

et on peut done en conclure qu'il existe g, (Y5, K, Floe) € B avec la propriéud
que

git) = guo + v (F)t + O0*™),

o qui montre la secomnde partie du théond e,
Dans la partie (i} du théoréme, ¢y et 75 sont & support coampact. Done
Ag est également & support compact. Dans ce cas, (2.46) devient

N(t) < 5~ 3(1 - ) M(1) + K,

ot N e3t une constante qui dépend de tout excepté . donnant au lieu de
(2.50)
g ()] < |g (0} [elde=t0-mbE | e =t01-mi g
et done
()] < (Jf(0)] + N )e~ i1k,

Le camportement annonoé de g(t) en déeoule alors.
Preuve du Lemme 2.6 : Remanguons d abord que dans le cas consid &of el
(V= —F.g) le hamiltonien n'est pas borné inférieurement (saufl & F = 0),
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i n'y adone pas de raison a priori pour que f.r s0it bormd, On commence par
contrbler f(t). En utilisant (2.22), (2.34) et &(t) = §(t) oo a

- i
|R(t}] <[] 4 7 | Aait)].

Mais

Aolt)] = | f f dzdy paly) Von(z — a(t)) 6%z, . )]

< (19 (tll2 % (193 22 () ¥ (= — a(t))]]2

et en utilisant (2.19) avee hypothése Hy(Ys) € Ke® ™ ainsi que la forme de
[ O0 A

| Ag(t)] < Ac™. (2.51)
On rappelle aloms que |[F| < Fae™@ ™% < Fyle) = . done finalement
k()] < Koe ™. (2.52)

On se tourne maintenant vers la bome sur jl!l:f-:l qui sera obtenue en (2.57).
Pour alléger les notations, on écrira g au lieu de D fp. En multipliant (2.42)

L £ Trl ot en intégrant entre 0 ot 1, on obtient aprés quelques manipula-
Lions :

RTY = e™Th{0 hf dtff qu..l:d dz‘”*':'-”’ lz"‘l]f**': y)

<[([ (t=1el - $)(s)ds) - Vol + vlz])] e T g (2)
1= |z
i o [[] e avas2 O
E(Hmﬂp](.clm]j R #)dls; ‘[lklfltlzﬁ]d%ﬂ Teit T"."'C.-'P]I:.'i::l
|f dte T Tha, 1),

En définissant Bt} = supge e |f|:|:a|:|| et en utilisant (2.22) et (2.52), on
trouve, pour tout £ 2 0 et pour des constantes K, K =10

iR . i
Toe f [le=T* >~ 1ds + =2 f [l 10| B (s)d s
c [

1
| f lle™ 70 Aa( )] |ds.
a

[h(t)] < [R(
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Ainsi, avec les notations introduites aprés le Théordme 2.5 (voir (2.30)-
(2.31)),

k(O] < RO+ 2 j P P %Hﬂ[t][ﬁr“ ds

[ B asgsyas

i
B By f e 1] Ay ) ds.

-F g Fpe o

eh e SO S uenee

|R(t}] < |R(0)] 4

Un contrdle maintenant le dernier terme de oette indégalité. Sous les hypo-
thises de la partie (i) du Théoréme 2.4, Ag(#) est & support compact. Il fant
fgalement se rappeler que Az ne différe de Ag que par des termes & support
compact dans la boule de rayon %‘ De plus, un de ces termes est bomé par
EJJ et "autre par JH.;J Aldnsi, en utilisant (2.51), la dernid¢re intégrale peut
étre bornde de la fagon suivante

1 a %1
[ e®eiioias < [T B agoids s [T F 0o - AgCelids
a
< Ae j r-_}[’ Bedg 4 ki B E:If o 1]] ;-FE.'[' s
a
< Mae™ + Fe™® + EBthac™, (2.53)

obl o o3t tel que Agis) = 0 pour 5 > o (nobons que o < Eup{%: % + Rel)
el pourvu que ¢ soit asser grand. Et on a done pour tout ¢ > ()

. . Ky ..
[R(t)] < |R(0)| + Kzc'* 4 _—iﬁilit] F Bt (2.54)
Fpe

Si nous sommes maintenant sous les hypothéses de La partie (i), on utilise
(2.48) pour contrdler jﬂlﬂ%[' 11"|..-'1.;|I:::|:||-t.h:|. U obtient alors

) . A ";:%5:[' 1
75'[' i ..-'1,:, ds = f d
@ #||cls b
L | ': ]l 4':# . “ | H]y

iflﬂ 1 <t
— L |
_ u;_-:'l:llﬁl]##_ i

puisque i > 2. Finalement nous avons & nouveau (2.54) pour tout ¢ = (.



60 CHAPITRE 2 ETUDE DU MODELE : MECANIQUE CLASSIQUE

On econclut maintenant de la fagon suivante. Comme H(1) est croissante,
onoa, pour bout 0 < < T

|R(2)] < [R(0}] + Ky~ 4 %HEI:T] FEB(T e,
Fpe

Donc, en prenant le supremum sur ¢, on a Uindgalité suivante pour tout
Tr=o:
: e .
B(T) - KFB(T) ™ * < |h0)| + Kze' % 4 _—JHJI:T]. (2.55)
e

En utilisant les hypothéses sur F et Hy(Y5), 0n a |f|:|:ﬂ:|| < Kc'%, done, pour
¢ asez prand ¢
205,
Fpe
Un simple caleul et la continuité de Bit) nous disent que

B(T) < 2{K + K3)e' ™ 4 B*(T. (2.56)

Bit) < B Vi>0 ou B(t)> B, Wt>0,

e 16K;(K + K3
By =— 1441 .
K, ( \/ et

On prend maintenant ¢ assez grand pour qu'il existe deux constantes 3 et &
beelles e

HANGE

B_ <8, B,>fe> K
Mobons mainbenant que
B(0) =| h(0} |< Ke'™F < B,
et done on a finalement la borne suivante sur f:I:t] :

k()] < B(t) < B_ < 8¢ Witz 0. (2.57)

2.4 Le cas confinant

On g'intéresse maintenant an cas d'un potentiel confinant. On supposera
dans cette section que V' satisfait hypothése (C) et que oy vérifie la condition
(W, On définit alors pe comme dans (2.22). Seit S = {4" ¢ Rd|"'._-"]r'|:q':| =0}
l'ensemble des points eritiques de V, on suppose que 5 est diseret. Pour tout
g € B¢, on note g 'unique solution de ~Ayd(s, y) = —pi(x — g)peiy) qui
tende vers zéro & U'infini. On woit ainsique {(d,.q,0.0)|g € 5} est 'ensemble
des points d'&quilibre pour la dynamigue.
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Théoréme 2.7. On suppose que (Hi), (Hz), (C) el (W) sont vérifides el que
= 3. On note Yt} = ($(t), g(t), w(t), @{t)) la solution de (1.41) — (1.42).
Pour towl Yo € D, il eriste g° € 5 Lel que :

lim g(t)=q" et lim gt} =0 (2.58)
Letiop [ =]
Si de plus, ¢° esl un minimuem non-dégénéré de V', alors pour loul n > 0 il
erisle og = 0 bel que pour louwl ¢ = ¢y el pour lous ¢y e Ty & suppord compac,
on g pour ouwl t =0

lg(t) —g°| < Ke~ a0t (2.59)
On a éqalernent un résullal @miaire pour §it).

On pourrait &galement, comme dans [KKS1|, étudier la convergence de
H(t) vers -, oependant nous ne le ferons pas ici. Il faut remargquer que la
premiére partie du théoréme ne néossite ps de prendre ¢ grand. En fait,
en utilisant la méthode de lindarisation de [KKS1], on pourrait montrer que
la convergenee mste exponentielle pour toute valeur de e Cependant, cette
méthode ne fournit pas une expression toés explicite du taux de convergence.
Notre méthode montre el que celui-ci est égal & I} confirmant que les s0-
lutions de ce modéle se comportent comne celles de dquation phénoméno-
logrique (1.4).

Afin de montrer (2.58), e la conwergence de g(t) et g§(t), on suit la
méthode de | KKS1). Nous obtenons d'abord une bome infrieure sur Uénergie
dissipée dans le champ, borne qui 8'exprime en terme d'une intégrale de
dissipation d'énergie. Le fait que U'énergie totale dissipée soit a priori bormée,
puisque V' est supposé confinant, assure que cette demidre intégrale converge
(Lemme 2.8). Dans un deuxidme temps nous montrons que la vitesse de la
particule tend vers afro (Lemme 2.9}, puis nous montrerons la convergenee
de g(t) wrs un point critique du potentiel. Le taux exponentiel (2.59) sera
alors obtenu par les mémes techniques que dans le cas Vig) = —F . q.

Lemme 2.8. Sous les hypolthéses du Théoréme 2.7, il ariste f_i'!] bed que :

ledt[L de | da| dzps 21V, (.1: git 4 cr-z]]) (2.60)

", - B

gt cr-z:l'u] < oo

Preuve du Lemme 2.8 : En utilisant la conservation de 'énergie et hy-
pothése sur V', on peut immédiatement en conclure que g(t), gt} sont §t)
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bormdés. Soit Be © B la boule de rayan I centrée en 0. Cn définit

F*II]

Eg(t (alt) + f f dy (|9, 8(z, O + [n(z.5.6))

| f dz dypy(z - a(t))paly (=, w. 1), (261)
Ri+o

On prend i = E‘ En utilisant (2.18), on peut étrj.r-l: ¢ comme ¢ + ¢ et
de fagon mnmmm a=a" 4+ 7 o 77z, y.t) = ¢"(x,y,t) et 7z, 4.t} =
di-':'li.i:_y_ t}. En utilisant cette décamposition ainsi que la sfpularité de ¢y et
T, 01 voit que gz, g, t)et mz, v, t) sont différentiables. On notera niy) = -b{lLI
et da I'Elément de surface de 385 En dérivant alors (2.61), on a

GEa) = Glaver- g [ e L (930000 + (. 0))

= [ s [ dotuhnia)- Vel it
Bt a8

= [tz [ dothnis) (9,8 (@ 0 ) 0 t) + 9 et
Fd a8

e,y ) 4+ VP (o, g thn [z, . t) + Vo (o, . t)n" [z, 0. t)).

O borme les trois demiers termes grace & Uindégalité de Young, et on intégre
ensuite en £ Ainsi, pour tout T = —ii:

Er(T + R) — Er(R 1 E]
. P
f a [ de [ dots) (nlo) 9820, 07 (208

E'II'F#'#"II:% O + [ (. 0)7) + 20|V (3 8] Iﬂ'JIILy:ff]I“])-

On sait que Eg(R + 82} < H(Y(R+ &)} = H(Y,). et I'hypothése sur le
potentiel et (2,21} nous donnent alors

Er(t) = H(Y(t)) é':”“-"':t]”ﬁ F [l ()I")
= —H(Yp) + 2V + 2{mpa; A" pa},

ofi Vg est le minimum de V. On a done

Eg(T + R) — Eg(R - ﬂ] > -,
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o O est une constante ne dépendant pas de £, T, Done,

T+ R
o [t [, 400) (20) 9w 07 0. 045U T
TR 0 2 1] 2
<C+2 m?mjim | a9 (50,07 + 17°(2,0F). (262)

Nous avons d'abord besoin de borner le membre de droite. Cela provient du
Lemme 3.3 de [KKS1| et du fait que & € L? (rappelons que s est définie dans
la Définition 2.3)

TR
at [ dz [ ao@)(V,eteu It + 10 o) < T
B S8y

R4-2

uniformément en f1 et T
Ensuite, en utilisant (2.32), on a

2l (o = ot~ Iy = ).

1
"o,y t)= ——
& lx,u.t) wlyaa® iy

Si |y = R, comme pz(z) = 0 pour |z| = %1: an A pour t o> £ 5;1

T _ L .F"'-l‘-l:z] i ,
'ii' I::I': LLE E‘] - A Izl{bl;. dz |:lIJII zl.p] |:'E I.I'Iit' |3||' 3"']] :

En consfquence, toujours pour |y| = Rett > 14 %1

[ T 1 p_ilzz:l ﬂ
.y, b = . tl=—-— dz — ; t
Tz, 1) =9"(z,y.1) 7 len®iy zlmﬁ': x =gt = |y = z[})

(2.63)
el
Ve = g f g - - )
i le:z] s Z T F
S R PG (R TR LR

1 iz 8
S Lt T CRY )
® (n(y — 2} — nly))
Les deux demnidres intégrales sont borndes par KR car § st bomé. Done

Vy# (2 3.t) = — (2 g n(y) + O(ly| ).
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Comme on sait que g(t) est borné par une certaine constante Cla, pour || =
Go+ 0y =8 ona ¢z, g t) =a"(x, 4 t) = 0. Done (2.62) devient
TR
dtf dr | doly) |7 (z.y )2 < K +TOR?),  (2.64)
R4Z2 | Qo+Ry 8By
et, en utilisant & nouveau (2.63), on a
T2

N
Ry 2

) alutl palz) E » =le I*
m]ﬂhmjma 6] Jp, &y - sranrte ~ e Iy = i)

< K+ TO(R™).
r|y—z|~Rett+ B~ |y -z =t+nly) z+0O0 0"}, done

j;dtj; JILE du'liy]:j; {.ﬂzﬁgm (I git+n(y)z+O(R ]]]):2
. ", * By

< K+ TO(R™).

Aprés avoir effectué le changement de varable y = Beo, on premd maintenant
la livoite = o el done

T a 2
f dtf d.i:f dﬂ'f dzpa(z)—pm (I- gt cr-z:l])' = I
2 JEy I By &

Cette borne est satisfaite pour tout T et done

ledt[ﬁi drj-;:dg-'j;hdzp;(z]?p, (I- gt u’-z]])

3
it 4 cr-z]'] S )
Lemme 2.9, Sous les hypothéses du Théoréme 2.7,

lim g(t} =10.

[ = ]

Preuve du Lemme 2.9 : On définit la fonction

Tz, o t) = L dzpa(2)V py {I glt ﬂ.,z]]) gt 4 g-.z]'i
r
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qui est différentiable en x, o ot uniformément lipschitzienne en ¢ puisque §
et § sont bomdés. On a alors, d'aprés le lemme précédent,

limm f{z, at) =10 (2.65)

FEL = o]

uniformément en x € By et o € 5% Om fixe o et x. On prend une base de
E? telle que o = ey, et on définit

pal1) = f dzs dzsp(zs, 22, 23)

et 8= -z On a alors
I{z.0.t) = :fda,a;(a]v,u, (=~ alt +))) - dt 4 g
= | [ st - 990z - o) - a1
= B = (Vpulz — g} - gt}
Done (2.65) entraine que
i g ox (Wp(z =gl gl(t) = 0.

L'hypothése (W) et Uextension de Pitt du théoréme Taubéren de Wiener
[Ru| implique que
11:'[|!-;e Vlz — g(t)) -glt) =0

uniformément en r. On a done

0 = lim sup Vglz —q(t)) ¢t
I leﬂ-_gﬂl

= i Vil t}) - qit).

L, U Pl = gl(t)) - g(t),

car Vpy [z — g(t)) =0 si [z] > . D'oit

1L:I|!-;c Vmlz)-git) =0 ¥Vze Rd:

o qui prouve que §it) tend vers afro (on peut prendre £ = rep ol ¢ est tel
que pl(rei) # 0 et (e1,....ed) est n'importe quelle base orthonormée).

Preuve du Théoréme 2.7 : On sait que §(t) tend vers zéro, afin de montrer
la premiére partie du théordme, il reste & montrer que g(t) converge vers un
certain ¢° vérifiant V1V (g") = 0. Rappelons que ¢, est la solution station-
naire de (141} correspondant & gt} = g. Soit A = {¥, = I:qia-q:q:ﬂ: 0 g&
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B lg| < Qa}. A est compact dans £. Finalement, on note ||.||r la norme L*
restreinte & la boule de rayon B et [V[Z o = [|Vye||% + |g[* + ||=|[% + [p[*. On
montee o abord que

inf [¥t Y. [% 2.66
L [¥ () - %2 e (2:66)

= 1pOF + e+ inf (19,00 - ool +[o(t) = o s 0.

Ol sait que [p(t)] —» 0 quand ¢ < +oc. Done (2.63) entraine que |77 (t)||s —
0 quand ¢ — +oc. La borne sur |[79(t)||g (voir le Lemme 3.3 de [KKS1])
montre alors que le méme résultat est valable pour ||7(t)]|g. Pour estimer
Uinfimum sur g dans (2.66), on premd g(t) pour g. Le demier terme s'annule
alors et on doit contedler

Vyld'(x, w.t) = dglz.¥)) = ?H[T:jdzw(ﬂlh g(t — |z]))

E
pilz —q(t)) |

pour |y < R, le terme avee V ¢° étant 4 nouveau controlé en utilisant le
Lemme 3.3 de [KKS1|. La différence g (z—g(t—|z|} )= (2 —g(t)) peut s'6crine
en utilisant une intégrale ne dépendant que de §(s) pour s € [t (£ J—E }, t] oo
qui tend vers 2fro lomsque ¢ tend vers Uinfini, et oo uniformément en [z, y) €
Bg. Tout eela prouve (2.66).

Etant donnée une solution Y () de (2.8}, on appelle B U'ensemble de tous
les ¥V £ £ tels quiil existe une suite t, — +oc avwe Y(t,) = ¥ dans la
S0 T - T TR |'|E'.E pour tout . La continuité de W' nous dit que 5 est un
ensemble invariant. De plus, (2.66) entraine que B C A. Done, pour tout
Y £ B, il existe une courbe ¢ rgit) € B de classe O telle que W'Y = Yam-
Or W'Y est solution de (2.8) done on doit avoir q_IIZE:I =10, et done gt} = g7
aver V1 (g*) =0et ¢ € 5. Ainsi, ¥ =Y et B C {¥,. g € 5}.

On montre maintenant que git) —+ ¢°. Supposons qu'il existe Hg e >0 et
e suite ty, = oo tels que

taf ¥ (t2) ~ Yyl 2 € (267)
Or (2.66) et la compacité de A4 impliquent quil existe ¥ € A4 ot une sous

suite t) tels que Y1) — Y dans la norme ||z pour tout 7, o ¥ € A
Alors, par définition, ¥ € B. Mais (2.67) est alors une contradiction avec le

it que B C {Y; ¢ € S} Done

inf gt » 0]
;leslqli] gl
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et comme 5 est discret, il existe g7 € 5 vel que g(t) = ¢°. On a done prouvé
(2.58).

Pour montrer (2.59), on suppose maintenant que §° o8t un minimum non-
déginéré de V. A cause de Uinvariance par translation du terme d'interaction,
on peut supposer que gt = 1.

Le caleul amenant & (2.42) dans le cas particulier v = 0, et done ft) =
g(t), donne i :

qity = ~VV(gl(t)) %qu;f,] ﬁff |=|qdmydz paly lzzllpa{y]
"[([ G s)i(s)ds) - Vpu(x)| V()

ff ;:|c.¢d£d dzmliy I l]PaIIy]

2<HGEF1E"1M]] gl s)ds; Jf " é[ﬂ]dﬂ}?p;[r]
FAa(t). (2.68)

De plus, WV (g(t)) = W gt} + rig(t)) ot W est la matrice hessienne de V
en g =0 et v(g) = oflg|). Remarquons que .r'lil:tl o8l A support compact. On
définit maintenant Qt) = (g(t). ¢(t)) € B ot W la matreie 2d = 2d

(% 4)

Comme 0 est un minimum non-dégénéeé de V', W est une matrice définie
poditiwe diagonalisable. 11 faut remarquer que W oest éralement d.L.Fl.g:uth.Fl.hlt
aver valeurs propres Ay = —”— f e, et done, pour tout ¢ dans B, ||r 1| =

e =, On rééerit (2.68) comme
Q) =Wat) +¥(t.Q.Q).

ofl ¢F est une fonetion que Uon contrdlera en termes de |§(e)|, [g(t)] et |git)].
En définissant X(t) = e I't’rl-ﬁ;-,'l:f,:l: on a :

Xty = e Ve, M X 0), WX (1) + eV R () )
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X < hffflzludmydz paly lzzl]m(sr]( ' (t—|2| - &)

I=|z|
xe 2T (W X ()] 4 |r|:a1|1cra)|wﬂ:rll“

ff”ﬂdmydzpj(y ﬁjp}m 5| Hessp (Z, 1)

nmj’[l X (s)|ds l s ||ds il
(e xana) ([ 0wias)ivne)

ke A(t)] + 3 '|r (g(t))]. (2.69)

Sait & = 0. Comme rg] = of|g|), il existe § > 0 tel que pour tout |g| <
& |rig)] < £|g| < £|@Q]. On pose n = min(d, ). De plus, on sait déja que
Gt} = 0, done il existe T tel que pour tout ¢ = T, |Q(t)] < . En utilisant
le fait que Uévolution de la solution Y (t) de (2.8) est donnée par un groupe
linéaire continu et que ¥t} satisfait aux mémes conditions que ¥, on peut
supposer T = 0. On a done

Wiz 0.|Q0) <n<e et lrig)| < =[@|. (2.70)

Comme dans la Section 2.3, on définit

Mit) = sup |X(s)| et Nt} = usuuglL.]i.TI:HH.

O=g<l

En se rappeleant une fois de plus que ps ne dépend de ¢ que via (2.22) et en
utilisant (2.69) et (2.70), on a pour out 0 < s < ¢

X(o)| < R IWIME) + 2P M) + e R N Y
| uiﬁi':-‘-‘"f"’lﬂtrlll i c.iﬂ':"fﬁ"m”]'
Remarquons que e37° [((s)] = |e"W*Q(2)| = | X(£)] et supge, o (e35 T|A{7)]) <

K, done en prenant le supremum sur tout & € [0,1] dans le membre de
gauche, on a

K K. K
Nt < (ZHIWIE + 2@ )Mt + e N(1) + K
et done

- B < (e + L2 4 me 4k



24. LE CAS CONFINANT 69

On appelle ()7 le facteur devant N (t). On peut choisir £ aussi petit que
l'on veut, done le facteur devant M () peut étre borné par % Le méme
calcul que dans la demidéere partie de la preuve du Théoréme 2.4 donne alors

A
e )nhﬂ-_:-'il

Mt < (M(0) + 5

et finalement on a

QU < (M(0) + T3 )l -

oo qul 3t le rssultat annonod,
Preuve du Théoréme 2.5 : Dans une premiéee partie, nous suiveons la
preuve du Théadme 2.7 afin de montrer que gt} —+ 0. La seule chose &
laquelle nous devons faire attention dans ce cas est que, contrairement au cas
du Théoréme 2.7, gt ) n'est pas borné a priorl. Cependant, §(t) est bornd car
' = 0. Afin d'obtenir le taux de convergence exponentiel, nous effetuerons
ensuite les mémes caleuls que dans la preuve du Théoréme 2.4, exeepté gque
nous n'utiliserons pas le Lemme 2.6 mais le fait que nous saurons déjh que
g(t) — 0.

On commenece par prouver que g(t) —+ 0. Nous suivons le ealeul de la
preuve du Théordme 2.7, Comme §(t) est borné, si ¢ appartient & [R4 % It
T,al |yl =Ret|z] < EE:': O A

i,

L':I

lg(t = [y =z} = C(T 4

pour une certaine constante O > 0. Avec cette estimation, (2.64) devient
clairement

R4T

dtf dr de(y) |77 (z,u, t)* < K + T O(R™?).
bl T2+ Ry Fi: Y

"
Ry 2

Adnsi, (2.60) devient

LEM[L‘“L der)| o dzpm(2)V (I qlt 4 cr-z]])

.qil:l',lu'-z:l:u] < 00

et la fin de la preuve suit de maniére iden tigue.
Maintenant que nous savons que §(t) = 0, on peut contréler [gt) — gu
exactement de la méme fagon que dans la preuve du Théoréme 2.4, mais au
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liew dutiliser le Lemme 206, on remargue quil existe T = 0 tel que pour tout
t =T, |g(t) < L En utilisant le fait que 'évolution de la solution ¥t} de
(2.8) est donnde par un groupe lindaire continu et que ¥ (1) wrifie les mémes
conditions que ¥a, on peut supposer 1 = 0. Done, avee les notations de la
Section 2.3 an a, au lieu de (2.46),

N(t) < g2 M(t) + k. sup (€3] Ay(s)]).
[ O g=l

La fin de la preuve est alors similaire.



Chapitre 3

Le modéle quantique

En mécanique quantique, U'étude de la dynamique se fait via "équation
de Schrddinger :
ikl = Huly, (3.1)

ol oy © H représente 'étal du systéme & linstant ¢ et A e8L un opérateur
(appelé également hamiltonien) sur Uespace de Hilbert H. Si on considére
simplement une particule se déplacant dans B4 ot soumise & un potentiel V,
I'espace de Hilbert est alors L*([BY) et H = ~A +V(g) oit A est le laplacien
et Vig) opérateur de multiplication par la fonction V. La fonetion |4 |*(x)
reprisente alors la densité de probabilité de trouver la particule au point o &
I"instant t.

Cependant pour décrire le modéle présenté ici, A savoir une particule
couplée aver un champ scalaire, 'espace de Hilbert et Le hamiltonien sont des
objets moins usuels. On introduira done d'abord (Section 3.1} quelques outils
théoriques permettant de décrire le modéle (Section 3.2) que 'on étudiera
dans les sections suivantes.

3.1 Espaces de Fock, opérateurs de création et
d’annihilation

Dans cette section, nous prsentons de maniére assez pénérale (et toés
somimaire) les différents objets néossaines 4 la description de la version quan-
tigue du modéle. Cela nous perosetiea également de fixer quelques notations.
On pourra trouver une prisentation plus détaillée de ces différents objets
dans |DG|-[RS2].

Soit  un espace de Hilbert complexe, que 'on appellera espace & une
{quasi- jparticule. Soient f, g deux &éments de b, on note {f; g leur produit

7l
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sealaire. Par convention, le produit est choisi lindaire & droite et anti-linéaire
Apgaunche (Le ({fAg) = AN g = (AN g)) On déGnit Vespace & m (quasi- )
particules, m € M, comme le produit tensoriel symétrisé m fois de b :

m = &y b, (3.2)

aver, si m = 0, @%h = C. Un notera S, la projection orthogonale de &™h
sur By On définit alors 'espace de Fock sur b comme étant la somme directe

Fib) = @ qoohm, (3.3)
et Frqlh) Uespace & nombre fini de particules :

,?-_I,nl:[]] ={f = Iif[m:']mf_n = l'IIE]]L,I"[m:' = ) saul pour un nombre Gni de m}.

(3.4)

Sur cet espace on définit dews familles d'opérateurs qui jouent un rile

primordial : les opfrateurs de création et d'annibilation {[R52|, Chapitre
X.7). Soit k € B, on définit V'opérateur de eréation a® (k) par

iy . d FLBE = F(h) 5
a’(h} { g —+ vm+ 18nah@g), sig € bm, (3:5)

et U'opérateur d annibilation a (k) adjoint de a®(k). Les deux opérateurs a et
a” sont définis sur F e (B) et peuvent étre étendus en des opérateurs fermiés
sur un domaine dense de F(h). LUs satisfont aux relations de commutation
CAIIL IS

[alfa).a"(Rhe)] = (R halid,
[alfs ). alke)] = [a"(ki).a"(k2)] =0, (3.6)

of, 81 A et B sont deux opérateurs, (A, B] := AB - BA.
Dans le cas oh h = L*BY) (ce qui sera le cas pour notre modéle avee v =
d+ n), un élément g de By, st alors une fonetion gik,, . .. kg) e L3 (B")™)

sy métrique en ses variables, ie gk, .. . ky) = glikg[r ..... kg[m:.] o G b

permutation o de Uensemble {1,...,.m}. On peut alors éerire les opérateurs
de eréation et d annihilation formellement de la fagon suivante

a* (k) = Ldﬂ:(ﬁ]wm]: ah) = | dkR(k)ah)

o
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el

Par abus de langage, on appellera également ak) et a” (k) opérateurs d'anni-
hilation et de eréation. Les relations de commun tation canoniques deviennent

[alk)a*(F)] = 8k — &),
la(k).a(K)] = [a(K).a"(K')] = 0. (3.7]

Enfin, étant donnd un opérateur b agissant sur b, on défnit les opérateurs
dl'iby . (R} = (k)
ELy ]

dr(blly, = > le...elebele el (3.8)
Jml i=1 =]

el

r(k) :  T(h) — I(h)
C(b)ly., = b&. &b, (3.9)

Pour 'opérateur d', on parle de seconde quantification de opérateur b.
Lorsque b est un opérateur auto-adjoint, I'(b) et dD' (b} sont liés par la relation

E:::I'I"[b‘.- — |.1I:l'“.'ﬂ:|.

Un opérateur que l'on rencontrera fréquemment est (1) On le notera sim-
plement, &, Clest oo qu'on appelle Iopérateur de nombre,

3.2 Ecriture du modéle gquantigue

On peut maintenant déerire notre modéle dans sa version quantique. On
ne considérera ici que le cas oh le potentiel extérieur V¥ est confinant. Il nous
fant done donner dune part Uespace de Hilbert H sur lequel on travaillera,
et ' autre part le hamiltonien A du systéme. Le modéle est composé d'une
particule of d un champ, La partie qui conceme la particule o5t bien oonne
el ne pose pas de probléme particulier. En oo qui concerne la partie champ,
on entre dans le domaine de la théorie quantique des champs, dont les ob jets
gont pent-#tre moing familiers. Clest pourquol nous insisterons plus 1a-dessus
dans cette section sans pour autant rentrer dans les détails [MaS).

Lvspace de Hilbert se Sdivise” en deux parties. La premidoe, concermant
Iétat de la particule, o3t comme nous Uavons dit plus haut L""I:Rd]. La
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seconde partie déerit 'état du champ, On considére pour cela espace de
Fock défini sur LB ), On notera simplement

F o= FILA RN, dedk)). (3.10)

Un élément de F est done une suite o = (3 LT L } ot pour chagque m e
i |'i|'.'?[m1"|:i|:.'l.'-]: ki ooy B, k) 8t la probabilité daveir moquasi-particules, une
d'impulsion &; “dans la membrane™ situde en xg. ete. .. Liespace de Hilbert
du svatéme couplé s'éerit alors

H:=LE) e F (3.11)

O définit maintenant le hamiltonien du systéme. Celui-ci va, comme dans
le cas classique, se décomposer en trois parties ; la premiéee correspondant &
la particule, la deuxiéme an champ libre, et enfin un terme d'interaction. Le

hamiltonien de la particule agit sur L*(BY) et 8'éerit
Hy = =A+ Vig). (3.12)
Le hamiltonien du champ libre est défini & partir de Uopérateur d. Soit
w: (x k) E B!« B pwlz, k) = |k| €[0; 4o, (3.13)

on déhnit sur F o
Hy = dl{w), (3.14)

ofl on considére w comme Uopérateur de multiplication par la fonetion wiz, k)
sur LEI:Rd'“]. Comme w ne dépend que de k, on écrira simplement wi(k) au
liew de wiz, £}, On peut ainsi éerive Hy 80u8 une forme plus explicite :

Hy= lﬂn{.ﬂ:cdkmlik]u'lzr:k]u[:c:k]. (3.15)

Le hamiltonien du systéme libre (Le sans interaction) st alors
Hy:=H,@1+ 1@ Hy. (3.16)

I n'est évidemment pas possible, & partir de oo qui préeéde, de déceler un
lien queleongue entre les hamiltoniens classique et quantique. Afin de mieux
cerner o lien, on introduit deux nouvesnx opérateurs @ les opérateurs du
champ et du champ conjugué. On définit

8z, k) := ———(a"(z, k) + a(z, k).

v 2wl k)



3.2, ECRITURE DU MODELE QUANTIQUE 7a

el

[
wlx, k) = i LUT]I:u'I:I:k:I alz. k))
Les relations de commutation deviennent pour of8 opérabeunrs
[z, K} wl2 K] = iz — )8k - &),
[¢{x, k), (2 K] = [=(x, k). w(z", K] =0 (3.17)
Ces relations sont U'analogue quantique des relations (2.11). On peut égale-
el BEIATQLUeT e
1
2
Alnsi, en utilisant les relations de commutation (3.7), et modulo un terme
constant “infini”, on peut rééerire Hy sous la forme

(wikPole. &) +nix.k)*) = % (alx, K)oz, k) + a"(x, K)alx, £)).

H, = %fam& (wik) (2, k)% + w(z.k)?)

ofl on reconnait la partie du champ libre du hamiltonien (1.33) éerit dans les
variables (x, k) (k étant la variable conjugude & ). Les caleuls précbdents ne
prétendent bien évidemment pas & la rigoeur, mais il permettent d'éabli
le lien entre les formulations elassique ef quantigque du modéle,

Oin devine maintenant aisément quelle est la forme du terme d'interaction.
On appelle @ Uopérateur de multiplication par g sur LEII]EEd ), ik sy €
LAY, (Q4)(g) := geig). On considére les mémes fonctions de couplage p,
el pe que dans le cadre elassique. Le terme d'interaction 876erit -

Hy = fd:.l:dkp] (x — Q)pa(K) @ (. k). (3.18)
Si, pour tout (z,k) € Bt on définit |opérateur

1
e A F M
) Emm#( A

on peut oéderine Hr, en utilisant les opérateurs de eréation et d annihilation,
aous une forme plus maniable

Mz, k Q). (3.19)

H, :Lm [ M R @ 0l B+ A k)" @ae.k)

FFinalement, le hamiltonien du systéme couplé est
H = Hy + H;. (3.20)

Cette définition peut a priori sembler un peu formelle, mais nous verrons
dans la prochaine section que oola a bien un sens ot en particulier que 5 ost
un opérateur auto-adjoint sur un certain domaine dense de H.
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3.3 Domaine et aunto-adjonction

On supposera 4 partir de maintenant que n > 3. Comme dans le cadre
clagsique, la premiéoe question o3t de monteer Vexistence des solutions pour
Uéquation de Schrddinger (3.1}, On sait que oette question se raméne & mon-
trer le caractére auto-adjoint de Uopérateur H. Pour un opérateur borné A4,
cela dquivant A montrer qu’il est symétrique, ie

W Ad) = (A g) Wb pE A

Cependant, on travaille iel avee des opérateurs non bornés définis uniquement
sur un certain domaine TV C H; le caractére symétrique n'est alos quiune
comdition néoessaire et le fait qu'un opérateur soit auto-adjoint n'est pas
forefment évident.

On a indigqué dans la section précédente que l'on ne considérerait que le
cas ol le potentiel V7 est confinant. Plus précisément, on supposera que 1
satisfait la condition (C7) :

I:G:l Ve LfmI:Rd] J.i.l:l::lm - 1-|:I_|l:| = o

Cette hypothése assure que H; est auto-adjoint sur son domaine de définition
D(Hy) = {y € L*(B)|Hgpyy € L*(R?)} ([RS52], Théoréme X.28). On pourrait
supposer 16 que 17 est seulement bomé inféricurement ¢b non pas confinant,
cependant, pour le probléme de lexistence d'un état fondamental dont nous
parlerons dans la Section 3.4, nous nous restreindrons exclusivement, au cas
d'un potentiel confinant. C'est pourgqued nous préffrons nous placer dés A
présent dans ce cas. On sait également que Hy 8t auto-adjoint sur son do-
maine D{Hy) ([RS1], Chapitre VIILI0O). On prouve alors Geilement que Hg
(défini en (3.16)) est essentiellement auto-adjoint sur D{H; )@ D(H ) ([R51],
Chapitre VIILIO). On peut maintenant énoncer le résultat suivant :

Proposition 3.1. On suppose que n > 3, que V' salisfail la condition [C7)
el que py el py salisfond (HI) Alors H est aulo-adjoint sur D{H) = D Hg).
De plus, H esl esgenlicllement aulo-adjoint sur loul meur de Hy, el i esl
borné inféricuremnent.

Pour montrer cetbte proposition, on fera appel au Théoréme de Kato-
Rellich ([RS2], Théoréme X.12). En particulier, on aura besoin de certaines
eatimations sur le terme d'interaction Hy. Pour cela, on utilisera le lemmse
suivant :

Lemme 3.2. Sous les mémes hypolhéses que dans la Proposition 3.1, pour
foul W € D[ Hg). on a les eslimalions suivantes :

(i) ||famkﬂp,(: Q) @ az, k)|

v iulk)
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<[ [ as akimaP 2l 1 @ 2w

) e -
@) | f dodk Tz~ Q@ a" (o VI
(k) 2

< [f:tcdklﬁzlirll“ P ]|||:1-3- H}i]w”g{
| [ asarimar 200 o,

(i

Remarque 3.1. [i} Des eslimalions de ce genre sonl cournnles dans la lil-

Lévature [AT-[BFSIIDI] et sont parfois appelées N, — estimales.

(ig) L Tiypothése n > 3 assure que les inldrrales dans le membre de droile
de chacune des dewr indpalités convergenl. Modulo un faclewr 1/2, on re-
connail Uénergie U, (voir (1.18)) du champ classique lorsque le systéme est
aw repos. Le fail que celle inldprule onverge correspond alors & la condilion

(1.15). Clest cetle condilion qui enbrine que H est borné inférieurement

Démonstration du Lemnme 3.2 : On utilise le fait que H est naturellement
isomaorphe 4 l'espace L2 (B, F) (fonctions de B 4 valeurs dans F). Dans cette

représentation on a alors

I [ a

) pal k) - al 3
Lﬂdyllfdmk—mp].: W)z, K)U(y)|2

[, dlate) ¥ B
Fd

ol gy o8 la fonetion

.F-':l (z - Q)@ alx,k) 'I'“;.:

]= .F-'"-il:..k]
w(k)
Pour tout y € B, on a (wir [BFS1]) :

[l gy P ()

gylx, k mlz = y).

I [ ds akgy(a, K)o, k0
U:u el Va®la(e kwmn)

[ [ i ’E;] | [ dzarayiats, G

[

[
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Oir
f i ke (K)|a (. K) (g} [P = (¥ (y): H8(y)),

on a done

lato) vl < [ [ arar 2L e

< [ [asaripr 28T uce

Do finalement,

G P
||fm&—mm Q) @ ale. k)0,

[fdrdﬂﬁ':ﬂﬁ%] Ldy”ff}f*w.;y]”;

[ [ asatto@P 250 i1 @ i

P

[P

oe qui prouve (i), La preuve de (i) se it de fagon similaire.
Démonstration de la Proposition 3.1 : U est clair que H est symétrique.
On montre alors que H; est relativerment Hg-borné avee bome relative infini-
beaimale, oo qui démonteera la proposition via le Théordme de Kato-Rellich.
En utilisant le Lemme 3.2, on a

el < 2 [asaeipr 28 0o o,

[ [ asatin@r 22 o,

L
Or Hj,' est relativement Hyp borné avec bome infinitésimale done pour tout
e, il exdsve O, = 0 tel que :

([ Hr || < ef[(1 @ H || + C ] (3.21}

V' étant un potentiel confinant, Hy est bomé inférieurement. Ainsi, quitte 4

changer C, (3.21) reste vraile en remplagant 1 & Hy par Hy, ce qui achéwe la
[IE e e,
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3.4 Existence d'un état fondamental sous condi-
tion infrarouge

On 8'intéresse dans cette section A la question de existence d'un &tat
fondamental. Nous savons que lopérateur H est bomé inférieurement, et
done

Ey = nfa(H) = —ae, (3.22)

ot o H) désigne le spectre de H. De maniére générale, on dira qu'un opé-
rateur bomé inffrieurement admet un état fondamental si eb seulement &l la
bome inférieure de son spectre est une valeur propre. On appellera énergie
fondamentale cette borne inférieure eb &tat fondamental tout veeteur propre
associdé larsque celle-ci est une valeur propre. L'état fondamental est 1 équi-
valent quantique du minimum de Uénergie an nivean classique, minimmm qui
eat un point d'équilibre pour la dynamique. Un des obstacles & [existence
d'un état fondamental, dans les modéles o une particule est couplée avec un
champ, provient de oe que 'on appelle la calastrophe infrarouge. Clest-d-dire
le comportement de wik) pour k petit et en particulier le fait que w(0) = 0.
Clest pourquol dans cette section, nous serons amends A imposer la condition
suivante sur p:

b
(IR) fp. dk BE < joc.
On montrera alors le théordme suivant :

Théoréme 3.3. On suppose quen > 3, que V satisfail la condition (C), que
o salisfail (H1) el que py salisfail (IR). Alors H admet un éal fondamental.

Pour montrer o résultat, nous aurons besoin o "Etudier certaing moddles
“intermédiaings”, ¢t en particulier nous aurons besein de rendre les quasi-
particules massives et de “diserétiser” Uespace. Le terme massil signifie icl
que U'on remplacera la fonetion w(k) par une fonction wy, (k) wrifiant

Vg € L2(E"),
(Hy) ¢ limpcwm (k] = 4o,
inf w (k) =m =10

Notre preuve utilise diverses méthodes développées dans lalittérature [BFS1)-
|[BEFS2|-|DG]-G]-[GJ]. Le hamiltonien défini en (3.16)-(3.20} est en effet de
type Pauli-Fierz (voir [DG]) mais présente oetbe particularité que la relation
de dispersion w(x. k) ne dépend pas de x et done en particulier ne tend
pas vers +oc losque @ tend vers Uinfini. Cecl est & Uorigine de quelques
différences conceptuelles et techniques avee les modéles usuels comme on le
verra plus loin.
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Remargquons encore que tous Lles hamiltoniens présents dans les sections
suivantes pourront 8'éerive sous une forme similaire & (3.20) et on peut mon-
trer un résultat dentique & la Propasition 3.1 pour chacun o ‘entee eux, Toutes
les preuves Etant semblables, nous ne les pépllberons pas.

3.5 Le probléme infrarouge : une interprétation
classique

Avant de nous attagquer 4 la preuve du Théoréme 3.3, nous voudrions
revenir sur la signification de la condition infrarouge. Remarquons tout de
suite que, 8 n > 4, la condition (IR} est automatiquement satisfaite dés
que gz vérifie (H1). Cependant, s n = 3, o qui &t le cas qui nous intéresse,
cette comdition impose davoir 55(0) = 0. Or une telle hypothése entraine que
le coefficient  défind en (2.5) est nul. On “perd” ains Ueffet de frottement
lindaire qui est la raison d'étre de notre modéle. Toutefois, on sait que, pour
la version quantique du modéle de Nelson, une telle condition est ndeessaire
et suffisante pour avoir un &tat fondamental |G|-[LMS|. Méme si nous e
Favons pas démonteé, il est raisonnable de penser qu'il doit en &ee de méme
pour notee modéle.

D'un autre citd, dans [A2], auteur montre que si on se place dans une
autre repefsentation bien choisie des relations e commutation canoniques
le modéle de Nelson sans condition infrarcuge admet un état fondamental.
Cette représentation régularise en quelque sorte la singulartdé infrarouge et
n'est bien sir pas unitairement &quivalente & la représentation de Foek. On
pourcait penser qgu une démarche similaire deveait marcher pour notoe mo-
détle. Il apparait néanmaeoing que o n'est pas le cas. Aflin de le montrer, nous
allons bri¢vement expliquer l'origine physique du choix de représentation pro-
posé par Arai. Cela permettra de voir aisément que sa démarche s'adapte &
notre modéle mais n'y a pas le méme effet régularisant.

Nous voudrions expliquer idée qui se cache derriéne ce changement e
représentation, en revenant un instant & la mécanique classique, et regarder
en un pen plus de détails la quantification d'un champ scalaire ¢lassique.
Cela nous permettra alors d'expliquer la diffiérence entre le modéle de Nelson
et le ndtre. On considére done un hamilvonien elassique du type

1 2 2 2
H = EL{I};[&] (e (e} gl ax)}” + 7 (ex) "),

oft wio) est une fonction strictement positive presque partout. On notera
simplement X un &lément (¢, 7). Le fot hamiltonien mssocié s'6erit sous la
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forme
X]_ = ‘I"‘_Xu = m‘EEI'.IJt-]Xu I E].[|.|:I'.I.|E-] .IX.]:

0 w!
(0.

Omn peut remarguer que J° = <1
Soit maintenant, pour tout & € &,

ol

Diw) = {¢ € L*|w'p  L*},

et [D{w®)] la fermeture de D{w®) pour la norme ||, = ||w®d|[r2. Etant
donnés =, r € E, on définit

Hyp = D)) < [D7)].

L'opérateur J n'est bien défini (en tant qu'opérateur borné) sur Hyr que &l
r =8 1. D'un autre cité, la forme symplectique

al X Xa) = Ild.l'-”:”]':‘h':”]”!':”] e )omy (e ) )

nade sens que sur les espaces du type M, . 51 on veut un espace sur lequel J
et o sont bien définis, cela impose de prendre s tel que s =1 = — 5, ¢'est-d-dire
&= % Soit donc

H = [D(w?)] x [D(w?)].
O munit cet espace d'une structure hilbertienne complexe | ; ) définie par
{X]Xﬂ} — U(.IX]:XE] I TUEI] Xg]
O peut alors identifier H avee L*{ A, dp, C) via lisométrie

T

(d,m) e H = o/ wila)dlo) (a) € LEI:..-'].:{I;..L: .

3

(o

On difinit alors
m¢:%(ﬁ®MMIEﬁﬁmﬂcﬁMﬂdl
et on peut rééerire H aous la forme

H = Lm[u]u'liu]uliu]dpliu]. (3.23)
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De plus, le crochet de Poisson associé & o est

{diex), i)} = -ﬁ#[u u":l:

ol -ﬁ‘1 eat défini par

fflzu"]EFI:u IIII]{.I:}.I.{II"] = fia).
A
Omn voit alors facilement que

{ala), o™t} = id, (o a'l,

o qui est A comparer 4 (3.6). En comparant en outre (3.23) 4 (3.15), on com-
prend mieus pourguod le modéle quantique est alors construit en considérant
l'espace de Foek sur L A, du, ©).

On regarde maintenant le cas du modéle de Nelson, ie. A = B ot
dple) = dk. 5i on couple le champ avee une particule soumise par ailleurs 4
un potentiel V' oconfinant tel que min ' = V(0), le point d'équilibre du sys-
e correspondant au minimum de 'énergie est de la forme (g, ¢, p.. 7. =
(0, —&.0.0) et (¢, m.) n'est dans Uespace H que si £5 € LY(BY), ce qui est
exactement la condition (IR). On rappelle que pour ce modéle cette condi-
tion est ndeessaire est suffBante pour avoir un état fondamental quantique. En
d'autres termes, le minimum (g,, ¢., g, 7. ) du hamiltonien elassique n'appar-
tient & H que si (IR) est satisfait. Dans ce sens, on peut dire que la condition
pour qu'il ¥ ait un &at ondamental en mécanique quantique et exactement
la méme qu'en mbéeanique classique.

Le changement de représentation effec tué dans [A2] corvespond , au nivean
classique, 4 se placer dans |'espace affine “H = HA I:h-'}:ﬂ]”: plus précisément,
on effectue la transformation symplectique (g, &, g 7) = (§. ¢, 5. 7) sulvante :

§=q.¢6=¢+ G p=pi=m
fu

L, 15- représente le déplacement du champ par rapport & la position d'&qui-
libre. Remarquons tout de suite que 0 ¢ H & et seulement si la condition
(IR} n'est pas satisfaite. On voit done que les deux points 4" dquilibre, avant
(g, = 0} et aprés (¢, = I_-"-;:-] avodr couplé le champ & la particule, ne sont
pas dans le méme espace. C'est oo phfnomdéne qui, au niveau quantique, se
traduit par le it que écat fondamental existe mais dans une repréen tation
non-équivalente A celle de Fode, On lit parfois que “'état fondamental n'est
pas dans l'espace de Fock™ (par exemple, dans le contexte du “maodéle de Van
Howe |D]-|Fe]-|VH]).
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Dans les nouvelles variables, le hamiltonien du syatéme couplé 8'éerit

G o5 = 3 @&+ [ - 04

|§ V@ j"”“‘{'u—i"b | "‘f%'i (3.24]

T i
W {4} barne comsiane

Si on souhaite étudier le systéme proche du nouwel équilibre, il faut choisic
'espace des phases el que E" = ¥ soit. Il est alors naturel d"&tudier H non sur
H maissur H. En d'antres termes, afin d'assurer que le point d'é&quilibre aprés
couplage est dans Uespace des phases, on est obligé de changer d'espace. S
on fait cela, la condition (IR} est maintenant satisfaite méme lorsque d = 3

k) (e ’:" 1 . L2(w),

Du coup, en quantifant H en (3.24), on obtient un modéle dans lequel il y
a un état fondamental quantique. Clest précisément oe que fait Arai dans
[A2], sans toutefois expliquer en ces termes. Par contre, cette méme trans-
formation dans notre modéle ne permet pas “d’arranger” les choses. En effet,
la condition (IR) devient, aprés la méme transformation chez nous :

[J'-'"] |:I' ‘.I'] P;':J?]].F-h':k] e L:al:Rd " R.n]
wik)?

qui n'est toujours pas satisfaite si n = 3 saul sl 5:(0) = 0. Pour le moment,
nous noud contentons done de démaontrer le Théordme 3.3 sous hypothése
(IR}.

3.6 Le cas massif

MNous evenons maintenant & la preuve du Théordme 3.3, Notre premier
but est de montrer un résultat analogue pour le cas massif (Théoréme 3. 10,
Section 3.6.2). Nous utiliserons Uapproche de [GJ] et [BES1| qui consiste &
se placer dans une boite x| < L et & contrdler ce qui se passe en dehors de
cette boite lomsgue L otend vers U'infini. Comme on le verra dans la Section
3.6.2, le modéle “dans la boite” est de la forme (3.25). 1] est traité dans la
Section 3.6.1 (Théoréme 3.4).
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3.6.1 Modéles discrets avec guasi-particules massives
3.6.1.1 Présentation

COn g'intéresse & un hamiltonien du type

HY = Hy@14 l.g-zf ke wom (K o] (k) e (k)
1z B"

5> f dk (51(k) @ o] (k) + Ai(k) © (k)
Ja ¥ B
= Hi 4+ W, (3.25)

qui agt sur lespace
He = LR @ F (1429 @ L*(RB")), (3.26)

et oil les coelficients 5(k) satisfont la condition

(Cg) Ak} = {‘g_;&['k;[k_ oft § est un opérateur de multiplication
Tuim [}
sur LH B} tel que sup ||[1]*G|| < +oc pour tout s positif,

et les opérateurs (k) et a] (k) sont les opérateurs d'annihilation et de enéa-
tion sur lespace F [F[Ed] &2 LEI:R“]} .
Remarque 3.2. 5i 1 =(I;,....14) € E2 |I| =sup, |l

On appelle Eg l'énergie fondamentale de HY, On montrera le théorbme
suivant :

Théorédme J.4. cru,I:H‘f] i [Eg b I':c[. En parficulier, H® admel un
élal fondamental ¢§

3.6.1.2 Modéles *trongués”

Dans toute la suite, L désignera un nombre strictement positil. Sur H,
on définit

HYL) = HY 4 Ef dk(B(k) @ a (k) + A (k) @ ay(k)) (3.27)
=k
=  HI+wWIL).
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O définit &galement

HYL) = Hyel+ls 2f dk wo (ko] (K)ay (k) + W9 L)(3.28)
T A

= HG(L)+W(L),
qui agit sur l'espace
HY = LB & F(I*A) & L*(BY) (3.29)

o Ap ={l & 7 || = L}, de f.Fl.tE:m Ace que F{Ar) soit un espace de dimen-
sion finie. On appelle E(L) et EJ(L) les énergies fondamentales respectives
de HA(L) et I;'d[L]. Le but est d’approcher H9 par H9(L) (lorsque L tend
vers infind ) et d 'obtenir ensuite des informations sur HY & partir de celles que
I'on aura sur HdIZL:I. On commence done par montrer un résultat identigque

& celui du Théoréme 3.4 pour le hamiltonien H9 (L}
Proposition 3.5. 0., (HYL)) C [EZL) + m; +oc|. En particulier, HY L)
admel un élal fondamental 4#5[1[;] De plus, E,:'lil:L] = E._,:'lil:L]

Lemme 3.6. u-ull:f;"tl:L]] - [EJI:L] b Icc[. En parficulier, f;"II:L] -
mel un éal fondamental &gI:L].

Preuve du Lemme 3.6 : L'ensemble A; est un ensemble fini. Si eelui-ci
ne contenait quiun seul élément, on aurait exactement le modéle Studié dans
[DG|, comme si tout 8¢ passait dans une seule “membrane™, et le lenrme cor-
respomd alors A leur Théordme 4.1, Le fait d"avoir un nombre fini d'&léments
ne change rien, et le résultat se montre de la méme manidre.

Preuve de la Proposition 3.5 : La proposition découle directement du
lemme précédent via une identification entre 'H.'}'_ el un sous-espace de 'H.d:
[GJ]. En effet, on peut écrine

P2 = P{AL) @ 1*(A)

A désignant le complémentaire de Ay dans 24 ot done on a
F (P2 e LY (RY) = F (P{A) @ LRY)) @ F (IP[Af) @ LY(RY)).

D'on finalement
WY~ Hi @ F (I*(AS) @ LA(RY)).
On identifie alors HY avec HI @0 o0 05 est le vide de F (12(A5) @ LY(E")).
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On peut réderire HY sous la forme

1511

P (Hi & (FaD) & L(R')))

dma

(5]
= PH
dmi

-H_d

On a en [ait I
H=H" o (Wi =PH
dml

On remarque que Hd[L] laisse les HYY invarants. Or, sur HYY) oo a

HYL) = HY{L 214 llﬂ-zf dh wo (K)af (k)ay( k)
TEL A

> HYL)® 1+ mj.

et sur MY, on a )
HYL)= H (L)@ 1.

On en déduit que
o (H' L)y ) = o (AUL)) et ou(HY (Ll ) = o (B(L)),
ainsi que
Geus (H ey ) C 0 (H(L) gy ) © [BRL) + i oo
ce qui achéve la preuve. On peut en outre remarquer que ¢d(L) = ¢d (L) @05,

3.6.1.3 Convergence de H¥(L) vers H¢

Dans cette section, on montre divers résultats de convergence lorsque L
tendd vers Uinfini.
Proposition 3.7. HY(L) converge vers H9 au sens fort de la résolvante.

Preuve : On a
Hd — HY(L) Wd — Wa(L)

EL#.&&]MHH - Bk @ a(k).

T A
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Soit o € D{HJ), on a alors, en utilisant la condition [Cs)

1Y [ kAt @atl < llyllzfndklﬁwk]wll

=L =L

C(s)
< ohlae Ny

Cls)
< Tl

De plus, en utilisant les relations de commutations (3.7), on a

||Ef dk By(k) @ af (Kl = ||Ej dk B (K) @ oy (K2

e T

A RIS
(JELS
Finalement, on obtient

L

d,; 2C(s) yd 2
R e [CHE Wf ak|GRIE | Il

En utilisant la condition (Cz), on montre que le membre de droite tend vers
zéro lorsque L tend vers Uinfini. H9{ L) converge done vers H9 au sens fort
et done an sens fort de la résolvante ([RS1], Théoréme VIIL25).

Proposition 3.8. E.:‘fI:L:I esl une fonclion décroissante de L qui converge
Ers E;:'f.

Preuve : On sait que si ¢ff (L) est un état fondamental de HO(L), il 8'éerit
S L)y = ¢d(L) @ 8. On a done

vl € A5, Wk € B®, qy(k)ed (L) = 0.
Soit L' = L,

ES(L'Y = (¢R(L) HIL)g3( L))

{S3(L); H(L)G(L)) + {$3(L); (WIL) - WHL) L))

BS(L) =0

A 1A

La fonction E2(L) est done décroissante. De la méme fagon, on montre que
Egl:L] = Eud. On en déduit que E.E'IZL] converge vers K, > ﬂﬁ Or Eg =
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a(H9) et HY[L) converge vers H? au sens fort de la résolvante, done ([RS1],
Théoréme VIIL24),

VL = 0,3E(L) € a{ HY L))/ E(L) — E2.

Comme E,Jdl:L] et Uénergie fondamentale de Hdl:L:l: on a finalement By =
B,

Proposition 3.9. Pour foul intervalle majoré A de B, pour foul 5 > 0, i
ervisle K8, A) = 0 bl que

K8, A)
14 L%

[Ixa (HA)WT — WHL) xa(HT <

Preuve : Soient ¢,¢» = HY, on a

[ xal HY) (W = WL) )xa(H W)

= | mEHd](Eﬁn#ﬂ:Eﬁ]@uﬂkl FAik) @ a(k) ) a(H )

TIAE

< a6 (X [ ahBik) ® a(k)xa(E)
AL
U [ kAR @ (k) xa (HO) 05 xa (4Y)

MTE A

< ol ICE [ dk ) @ alkixa Bl
TTES A
- ICE [ k) @ ank s )l
TS A

< 2O (1161 101 @ N xaC(HW + 1] (1@ NeYxa (HO) 1)

Or A est majoré, 1@ N? < LHZ et W est relativement Hj borné, done
I:H'E-Hd]éxﬂlszd] eat un opérateur bomé, Finalement, on obtient

[ xa (HO) W — waay)] < ZONNTXC gy

o qui achdéve la preuve.
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36.1.4 Preuve du Théordme 3.4

On utilise ici la méthode de [BFS2|. Etant donné un opérateur A, on note
[A]. sa partie négative et Tr(A) sa trace. Pour prouver le théoréme, il suffit
de montrer que, pour tout € positif, on a

Te{[H? - By —m+e]_} > —oe.
Soient ¢ > 0, et A =] = oc; B3 + m — ¢[. On a alors
(9~ B+ ] = xa(HY)(HO — B —m + O xa (),
el done

'l'J.'{[H':| Ed — m + }

'l}{xﬂI:Hd][Hd Ed — m 4 f.]xﬂ(Hd]}
Te{ya(HY(HIYL) = EJ(L) = m +e
FWY — WL — E§ + EJ(L))xa( HY}.

Or
EJ(L) = B et [[xa(H )W = WIL) ) xa(H)| -0,
d'aprés les Propositions 3.8 et 3.9, done, pour L assex gramd, on a
'l'r{[]!"f‘:I Ef — m+ ¢ }
Tr { xa(HU(HYL) — EJ(L) — m+ $)xalHY}
Tr { ya( HY[H(L) - BI(L) = m + £]_xa(H%)}
Te{[HY(L) = ES(L) —m+ -} = —o¢

d'aprés la Proposition 3.5.

R LY

3.6.2 Modéles “continus™ avec gquasi-particules massives

Oin a'intéresse dans cette section A notre modéle, introduit dans la Section
3.2, mais dans le cas oh la fonction w(k) st remplacée par une fonetion wy, (k)
vérifiant la condition ( H, ). On considére done, sur H, le hamiltonien suivant :

Hn = Hy@14 n@Lm Lndku&n(k]u'(r:k]u(:c: K)
P |
| f'{ﬂm 1ndk'p]|: 9 v 2t (K] Gl

palk)
bl = Q——=@ alz.k) (3.30)
Quim (K]
= H,':IL W
On appelle £y, Uénergie fondamentale de Hy,. Le rfsultat principal de
cebte section o5t le
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Théorédme 3.10. des(Hm) C [Em + m; o] En parficulier, Hy admel un
élal fondamental dy,.

Le principe de la preuwe st essentiellement le méme que dans le cas des
mowdétles diserets. Il faut cependant étre plus prudent dans les estimations car
cette fois la norme de gz — ) en tant quopérateur de multiplication sur
L“I:Rd] ne décroit pas avec x, elle en est méme indépendante. Pour contréler
e probléme, nous exploiterons la décroissance exponentielle des projecteurs

spectraux en la variable §, que U'on obtient via la méthode d'Agmon (vair
Section 3.6.2.2).

3.6.2.1 Modéles trongués

Soit §j une fonction de classe C3° sur B vérifiant
- 0<jz) <1,
- Jle} =14l 2] < 1/2,
- jlz) =04 |x| = 3/4
Pour tout L > 0, on pose jriz) = _jll:%] ek },rl:.l.’-:l =1~ jriz). On définit alors

R N A ¥ B
Ho(L) = m'j; . oz — Qe (z) Emm[k]@ (z, k)
. o palk) .
Fpn (2 @]Jﬁii]mﬂ'ﬂii:k] (3.31)

= Hrcnl-a W (L)

qui agit sur H. Etant donnée la définition de la fonetion jp, on peut, dans
WL}, remplacer I-E-[.II.I- [aar f |,_,lr_]‘;-t.f:i:. On définit enfin

Hu(l) = Hygl+1& de | dkwg(kla(x. K)alz, k) + We(L)

[=L; ¢ B®
(3.32)
qui agit sur L2 (B)@F (L*([-L; L]Y) @ L*(B*)) . On appelle E, (L) et E,(L)
les énergies fondamentales respectives de ces deux opérateurs.

On a“coupd” en x le hamiltonien H,,. On est maintenant dans une “boite”™
de volume fini. 8i on regarde la varable p conjuguée & x, cela revient &
“discrétiser” le probléme. 11 faut bien noter queic la variable p est une variable
discréte : p e T4 81 on note

1

(8= (2L)% f “qddm’“u'(x:k]:

1 q .
ag(k) = I:EL]iij .r_i.r_]ﬂdjﬂ Malx, k)
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el

1
By, = dr py TAE
5= G |, 2P~ Qi)
les coefficients de Fourier respectifs de a®(z, k) alx k) et iz — Q)jeiz), on
a'est ramend A

H.(L) = Hy2l+le Ef dk wm (k)ag(K)ag (k)
pEES

| .F"'-EI::I & |::|| PE':] & I:k:l:l
E:j O] B——— ol O %

qui est bien un hamiltonien de la forme H9, Si les coefficients Ay satisfont 4
la condition (Cz), on aura alors le résultat suivant

Proposition 3.11. YL = 0, a., (Hn (L)) © [Eq( L) + m; +oc|.

Un découpage de L2 (B} en L3([~L; L]9) @ L3 B4\ [~ L; L]*) et un traite-
ment rigoureusement identique A celui de la section précédente nous donnera
alors la proposition suivante ;

Proposition 3.12. a,,(H, (L)) C [En(L)+m; +oc]. En particulier, H (L)
admel un éal fondamental do(L).

Il reste done & vérifier que les coefficients Sp satisfont & la condition [Cg).
La fonction jp est nulle si |z| = L et la fonetion py est & support compact,
o a done

Vigl > L+ Ry, ¥z € B, py(z — qljz(z) = 0.

Omn en déduit que pour tout p dans Ed: Hp eat un opérateur de multiplication
par une fonetion & support dans la boule de rayon L+ f;. De plus, la fone-
tion gz — glje(z) est de classe O™, ses coellicients de Fourer décroissent
done plus vite que toute puissance de p. Ces deux ééments assurent que
sup, sup, Ealg)p™| = Co(L) < +oc et done que la condition (Cz) est sa-
tisfaite. Pour démontrer le Théordéme 3.10, il nous reste & contriler la limite
L=y g,

3.6.2.2 Contrdles exponentiels

Proposition 3.13. Pour loul inlervalle A majoré de B el pour loul ¢ poslif,
il evisle Mo, A) =0 el que

- [|(e* ¥l @ 1)y al Hm (L)) < M{e, A)

- [[(e*Rl @ Uy a(Hin) || < Mo, A).

(R @ yalH)] < M(a, A).
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Cette borne est uniforme en L et m. La preave de cette proposition suit 4
la lettre celle du Théordme 1.1 de [BFS1]. La seule différence st Uabsence
de spectre essentiel dans la partie “particule” des hamiltoniens. Cela simplifie
les choses et nous permet 3 ailleurs de ne pas avolir de restriction ni sur la
bome supérieure de intervalle A ni sur o

Pour tout B = 0, on définit

Ni|z| < R) :L{Rm [ dka (@, Ryata k) (3.33)
el
N(|z| > R) ;:fhmd; | dka(z, Kol k). (3.34)

N{|x| < 1) reprfsente le nombre de quasi-particules situbes A lintéricur de
la boule centrée & U'orgine et de rayon I? (dans la variable x), et A(|x| > R)
le nombre de quasi-particules situdés en dehors de cette boule, On va montrer
que le nombre de ces quasi-particules “&loignées” décroit exponentiellement
avec . De facon plus précise, on a 'estimation suivante

Proposition 3.14. Pour loul o postif, il edste Cla) = 0 L&l que
(Gm(L); 1@ N(|2| > R)on(L)} < Cla)e " (3.35)

uniformément en L.

Laméthode de démonstration de eetbe proposition est empruntée 4 |BFS1|.
MNéanmodins, of qui 8L nouveau el par rapport aux modéles usuels, c'est le
besoin d avoir un contedle explicite sur “le nombre de quasi-particules & l'in-
fini dans la direction des 2, déji dans la preuve de Dexistence d'un état

fondamental pour m = 0. Pour montrer eette proposition, on aura besoin du
lemme suivant :

Lemme 3.15. [Ia(z, Kion L) < gl (- Q)jn(2) AL 016 (D)]
Preuve du Lemme 3.15 : En utilisant les relations de commutations (3.7),

1 A

[H (L}, 1@ alz, k)] = —wm(K)1 @ alx, k) = gz @];iairlﬂ'ﬁl

\fﬂwmlik]

que 'on peut rééerire sous la forme

(B (L) o(R) 120(2, )~ (12a(z,K)) Hn(£) = —pu(-Qn () 21
Qe (k)
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En appliquant cette relation sur $wm(L), on obtient
(Hm (L)~ Em{ L) twm(k)) i@ alz, kdm(L) = —p(2-Q)jr(z ]m'ﬁ'ﬂiﬁm( L).

Le résultat s'en suit en remarquant que H (L) - ER (L) = 0.
Preuve de la Proposition 3.14 : Soit o > 0.

(ml(L); 1@ N(|2] > R)dm(L))
_ f dr [ dk||1@ a(z, k)dm(L)|?
k=R B®

1 ;
< dr | dk——=lle(x - Q) lx) —F—=—= & lm(L}|"
j};pE ge Wik -».f
| pal & ]l . 2 2
< de f dk 5o lle(x — Q)rlzle E'm”llrzf % e @ L (L.
LI}E 2ui (K] )
La fonction gy &tant & déeroissance rapide et wy, étant minorée par m > (),
U'intégrale en k converge. Soit maintenant x € B4 on rappelle que la fonction
M o8t A support dans la boule de rayon ;. on a done

|[a [z — €2} E"m”||15r[.r_=j. = sup |z —qle nhl||
qEfkd
= sup |p(x — gle 2
[g=2[<R
Ry —alz]|
< |lpa ™™ €™
Don
dz lpr(z - Qe Z s, < llplZe® [ dre~2ekl

| =R e[
< Kia)e al

Finalement, on obtient
(bm(L) 1@ N(|z| > Rigm(L)) < K'(c)e™*"|[e™9 @ Lgu (L]
Or, pour tout L, on a B(L) < E'; (it} E: est 'énergie fondamentale de Hy.
En effet, 3i on note i,'.?g I'état fondamental de Hy, onoa
Em(L)} < {4 @ Hn(Lhg @ () = Ej.

Soit maintenant A =] —ae; E.Fu] on peut alors derive go (L) = ya (Hp (L)) (L],
et done

[l @ L LIF < [e®¥ @ Ly al H (L)) || m (L]
< Mo AY,

o qui achdéve La preuve.
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On donne enfin une estimation similaire & la Proposition 3.9.

Proposition 3.16. Soient A el o comme dans la Proposilion 3.13, il eriste
K ee, A} tel que

A H) (Win ~ Win( L) xa (Hon ) || < K (e, A"

Preuve : On suit le schéma de la preuve de la Proposition 3.13 en utilisant
des estimations semblables & celles de la proposition précédente. Soient o, o €

M,

H"i" ."['ﬂl:Hm]':wm WmEL]]xﬁl:Hm]il'}}l

< {9 e OyaHu)d ([ dr | dke ™ Rip(z ~ Q)i(z)
bl>§  Jas
Bl
Qi ]
(e WxaCHas ([ de [ ke (s - Qi)
)
Qi [

Mis & part les rdles de o eb o qui sont inversés, les deux termes du membee
de droite sont identiques. On regarde done uniquement 'un des dewsx.

@ alx, k))xalHy )

@ alz, Kl xalHmld)|.

(9@ Dxaltm)s([  ds [ ake iz - QU

|2] =& Re
Bk
v 2itml k)
< |||:c“°”'@um|:ffmm||-|||:f dr [ dke =9, - Q)i ()

|| & R=
. falk]
v 2uim ()
< M(20, A)[g| U ;uf dk (e 2190 (2 — Q)Fr(: ]ﬁ%uﬂl

f dz uk||1@m:r=kmmm1¢||=]
=k Jae

@alz, k) xa(Hml)

@ alz, k) xa (Hm |

k4

I

Cley, A)e" ||| - (1@ N3 xa(H) .
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Comme dans le cas discret, A est majoré, 1& N < _H[ et Wi et rela-
tivement HY borné, done (1@ H]#xﬁl:Hm] eal un opérateur borné, d'od le
résultat.

3.6.2.3 Convergence de H_ (L) vers H,

Proposition 3.17. H (L) converge vers Hy, au sens forl de la résolvante.

Preuve : Comme pour la Proposition 3.7, il suffit de montrer que Hy (L)
converpe vers Hep au sens fort. Soit o € D(HY ),

|| Hmt = Henl L1tp||5
|| Wt — W (L34

; . k) L
J‘I:EI} “ |(L|}, “ 1ndkp": aliz(z ]va (. k)
j; j};p' d;f dkpi(x — g)jc(x) HUEI:H)ﬂq]:E'

Par des caleuls identigques & ceux effectuds dans la Proposition 3.7, on obtient

E L 3 [ 5 [
Hoth — Hn( LY < C jh oy QNI + 1406
=iy

Or .l"u’#i,iﬂ:q] et oi(g) sont dans L3 (R4, F), done le membre de droite tend vers
zéro lomque L otend vers U'infini, oe qui achéve la preuve.

Proposition 3.18. E (L)} tend vers B, lorsque L lend vers Uinfini.
Preuve : Un rappelle que ¢y, (L) est un &tat fondamental de H (L), On a

Eim gpm [ L); Homtpon [ L]}
En(L)+ (dm(L); (Wi = W (L)) ém(L))

< En(L)+2Re((on(L): [ dr [ dkpulz - Q)Fu(x)

=
<

|=|>§ e
plk
o & Kb (L))
< Epn(L)+ 2Re( ("9 @ Ly (L); dr [ dke™Rlp(z - Q)
=5 B
<Gule) 28 g a(z, ko (L)),

Rt (K]
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En effectuant les mémes caleuls que dans la preuve de la Proposition 3.16,
on obtient

En < Ba(L)+ K(a)e™ {n(L); 1€ N(Jz] > 5)én(L))
En(L) + Cla)e al

La fonction EnL (L) est done minorée (e majorée par E"f'] Il existe done une
suite Ly et un nombre By tels gque

Jim Ep(Ly) = Ex > En

Or, Hy(Ly) converge vers Hy au sens fort de la résolvante et By € o Hm),
done, pour tout e, i existe E(Ly) € ol Hp( Ly vel que
lim E{L,) = Eq.

]
Comme E{L;) et supérieur & E (L) pour tout n, on en déduit finalement
que B = Ey . La fonction B (L) est done bomée aver By pour seule valeur
d' mdbérence, elle converge done vers By losque L tend vers infind,
Preuve du Théoréme 3.10 : La preuve est identique & celle du Théoréme
34,

Remargue 3.3. Pour monlrer Uegislence d'un élal fondamental dans le cas
massif. nous avens wlilisé la méthode “classique”™ [BFS1[-[BFS2[-[GJ] Une
aulre fagon de voir sernil d'uliliser les idées de [DG[-JGLL]. Le principe est
de monbrer que By n'est pas dans le speclre essenliel de Hy, en wlilisand le

erilére de Weyl. Four cela, on monire que, éant donnde une suile oy normée
tendand faililement vers (),

lim i f{y; (B — B} > 0. (3.36)

[Fa

L'idée est que, & la sudle oy lend Saililernent vers 0, elle doil avoir une “parlie
qui &'¥chappe d Uinfini®. Dans notre modéle, si elle le fail dans le parlie
“dleclhronique” , par le nombre de guasi-parficwles ou par Uimpulsion dans la
direction y de ces quas-paricules, cela augmente Uénergie indéfiniment el
on a done cerfainement [3.36). Par ailleurs, si elle le fail par des quasi-
particules dloigmées “en espace”™ (dans la direction £ ou y) ou “en impuldon
dans la direclion 7 Uidée esl que, comme celles-ci ninleragissent pas avec
Uélectron, elles apporlent forcfment chacune une quantilé d'énergic au moins
éqale dm. Une suile de Wepl ne peu!l done exisler que pour £ > B +m. Une
redaclion précise de celle aulbre démonsiralion du Théoréme 310 nécessilernil
done en parficulier un condrdle sur impulsion des quasi-parficules dans la
direclion x, ce gqui conslilue Udément nowveau par rapport awr modéles wsuels.
Dans nobre démonsiralion, ce condrdle apparal de mani@re indirecle dans la
Propogifion 3.9 & rapparaibra dans o seclion suivanie.
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3.7 Le cas non-massif

L'objectil de cette section est de prouver le Théoréme 3.3, On reprend
la méthode utilisée dans [G]. Nous mettrons Uaccent sur les diffrences avee
o papier. Le principe est d'approcher (dans un sens & préciser) H par des
hamiltoniens dont on sait qu'ils possédent un état fondamental et d'obtenir
ensuite un résultat identique pour H. Plus précisfément, on utilisers le lemme
suivant ;

Lemme 3.19. ([AH[, Lemme §.9) Soient H Hy(n € M} des opérateurs aulo-
ajoints sur un espace de Hilbert H. On suppose que

(i) W€ M Hy a un élal fondamenlal oy, avee énergie fondamenlale B,
(ii) H, converge vers H au sens fort de la résolvante,

(g ) limg o By = E,
(in) w— Ly, oty = o 3 0.
Alors o est un élal fondamental de H avee énergie fondamentale E.

3.7.1 Hamiltonien avec “cut-off”
O rappelle que Az, k) = py (2~ Q) —'E:'-&['k— Etant donné & = 0, on définit
i)

o

Aoz k) = iz @]ﬁ%%mm(ﬂ:

0l Ypeupy @8t la fonction caractéristique de U'ensemble {k € B o < w(k)}.
el
H" = H, If.:m: dEA (. k) @ a"(x. k) + Az (2. k) @ alz, k)
= Hy+ f;rp: : (3.37)
ot Ha est le hamiltonien libre défini en (3.16). On wut utiliser le Lemme

319 avec H et H™ ol o o830 une suibe bendant vers aéco.
Omn choisit une fonction de (k) vérifiant

Vi, £ L* (R,
Qe (k) =w(k) si wik) =a
infd,(k) = 5 =0,
et on définit -
H = Hy@ 1+ 1@dl(@,) + Hy,. (3.38)

On ale eésultat suivant :
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Proposition 3.20. Pour foul o > 0,H" a un élal fondamental ¢y, On
appelle B, son énergie fondamentale.

Pour montrer cela, on utilise le lenme suivant ;
Lemme 3.21. {[G[, Lemme 5.2} H" a un éal fondamental si ef seulement

si HT emoa un.

Preuve de I%Pmpmiﬂ.ﬂu 320 Daprds {1‘.‘ lemme précédent, il suffit de
montrer que H” a un &tat fondamental. Or H est un hamiltonien du type
Etudié dans la Section 3.6.2 et done, d'aprés le Théordme 3.10, il admet un
état fondamental.

Proposition 3.22. H” converge vers H en norme au sens de la résolvanie.

Preuve : Un utilise le Lemme A2 de |G| selon lequel il suffit done de montrer
que 6F conver ge vers ) dans la topologie de D{Q), ob QF et § sont les formes
quadratiques assocites & H7 et H. Or par un caleul similaire & celui du Lemme
32, 0na

Qi) - @l = (-de;f[mwﬂ;‘”":‘ ESEEL?EHF)E
X (Q, u)||w| + Qe w){fu]]).

Caorollaire 3.23. lim, ., E, = E;.
Remarque 3.4. Comme dans le cas massif, on a E; < E; pour fowl o =),

Les Propositions 3.20 et 3.22 et le Corollaire 3.23 entrainent que la famille
d'opérateurs H” et opérateur H satisfont aux hypothéses (i) — () — (i)
du Lemme 3.19. Il reste done & vérifier hypothése (iv] de oo lemme et on
aura aloss prouvé le Théordme 3.3.

3.7.2 Estimations uniformes en o

Lemme 3.24. Il exisle C) > 0 Lel que pour lowd o =0,
I::il'-l?d'; Huﬁ;d_} < .

Cette inégalité provient du fait que Hy o 3t relativement Hy bornd avee
borme infinitésimale, uniformément en o > 0. Nous avons bien évidemment
besoin d'une estimation sur les “photons mous” qui utilise la condition (IR).

Lemme 3.25. Il exisle O = 0 Lel que pour loul o =10,

{i;’.-:rE 1= ."'Ir1|l".-:r:II i: {?:1.
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Preuve : Comme dans le Lemme 3,15, on peut montrer que

1t el S rllote = @ 2B sxmnalh) @ Mol (539

Do,

thiteNw) = [ d [ ot

- fal k) oz
Jf‘“J{[,,  dk e ]IIF:II @]mﬁlwa||ﬂ
f'l‘ j‘l‘ j[.l: > ar lifll:z?.:l;l] lon(z = a)llwela)llx

e ([ ak 205 [ aanio

<

[

[

P

Mous avons ehbenus il un contedle sur le nombree total de guasi-particules.
Cependant, nous aurons besoin également d'un contrdle uniforme en o sur
le nombre de quasi-particules “A U'infini” dans D'espace des phases, c'est &
dire sur les quantités suivantes : {gho; N(|x| > Bhbe), (e N{|u| = Sl et
(i (1§l > Php,) avee

N{|z| = 1) :‘/;II}R{II _{ndku'lz:c:k]ulz:i:: k),
N(lyl > §) = j@ L [ ava .gpate.y)
N(d > P) :f dp [ dka(p. k)alp, k).

bl =P B=
Les opérateurs @ b 8% sont obbenus & partir de a et o® par transformation
de Fourer partielle dans la variable k. et les opérateurs a et @° par transfor-
mation de Fourier partielle dans la variable x. On montre alors un résultat
analogue & oelui de la Proposition 3.14 :

Lemme 3.26. Pour foul ¢ > 0, i edste Cla) > 0 Lel que
{he: 18® N{|z| > R} < Cla)e ™R

La démonstration de e lemme est rigourensement identique A celle de la
Proposition 3.14. Ce lemme nous donne un contrdle sur le nombre de quasi-
particules “Eloignées” dans la direction .

De la méme manidére, on contodle le nombre de quasi-particules doot 1 im-
pulsion dans la direction x est grande :
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Lemme 3.27. Pour foul 8 >0, i existe C(s) > 0 Lol que

[
{iha: 1@ N{|p| = Phis} < %

Preuve : En utilisant (3.39) et par le méme caleul que dans la preuve de la
Proposition 3.14, on obtient

. Y al |.|""|'-1|:..'k:||'i 5 3
(6 10 N(pl > P < ([ 20 o ( i) )

d'oi e résultat.

Enfin, pour contrdler N{|y| = S}, on utilise le résultat suivant en remar-
quant que dU(1 = Fgly)) < N{|y| = %:I

Lemme 3.28. Soil F'e CF(E") telle que
S0< Fy) <1,
- Fly) =14 |y < 1/2,
- Fly)=0si |y| = 1.

Sait Fsly) = FY). Alors

lim  {ofy; dU(1 = Fgiyllt) =0

bl Bt 20

Preuve : On trouve un résultat analogue dans |G| (Lemme 4.5), et on suit
emgentiellement la preuve de celui-ci. Pour commencer, on voit facilement que

dI(1 — Fs(y)) = f dx dka”(z, k) (1 F(%]]u(:ﬁ]. (3.40)

On rappelle (voir la preuve du Lemme 3.15) que pour tout & on a

alz, k) = (B — HE — w(k))~* 21— Qalk)

-,ll.-'"ﬂu.l_l:k:l Xa<wikh (k]i,'.'?,_-.-.

Un peut alors montrer (|G|, Prop 4.4) que

H I'.Lll:k:l] ]Pll:I' Q]ﬁ'ﬂl:k] h =1

Sk °

L ale, kpbs — (B
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dans L*[B*™ dir dk; H). En utilisant cela avee (3.40), on a alors

(i d (1 = Faoly))hy)
= [drdk{(Ey ~ H - w(k))~' a2 Glhk,;,

ol ke
(1= FUINE — H - w(k)) 0 2RBy ) o 0f)

2 2wk}
< ||( By — H — wik)) ““—[—;lf;’ih%||umw

(1 = PO (Bo — H — () 272 |+ (o)

B El E "QE |
< “':El:l H (k]] ! m ”F'['F*"'rﬁ[“ﬂ' x ”" mﬂ? “'H

: P fz=ghe- A k]
K1 = PO Eo — H — w(k)) &=L et i
| |e*9Nyhalss + o).

O vérifie que (Eq—H —w(k]) 1gulz '[i; ::'Mk eal bien dans LJIZR'“"L B(H)).

en utilisant le fait que |[(Ey — H —w(k)) 7| < wi(k)™" et la condition (IR).
On adone

| Dl L — Qle Rl (k)
im[[(1-F () (Bo~H-w(k)) *F N B apmerempayy = 0.

De plus [[e®!9, || est borné uniformément en o, o¢ qui s¢ montre de la
méme manidre que pour ||-r.'°mi,l.'a-ﬁ|:L:l||-;.; (voir Section 3.6.2), d'oh le résultat.

3.7.3 Preuve du Théoréme 3.3

O avo qu'il restait & wirifier Uhypothése (iv) du Lemme 3.19. On procéde
de la méme facon que dans [G]. La boule unité de H est faiblement compact,
done il existe une suite oy —+ 0 et un vecteur o © H tel que o, tend
[aiblement vers <. Il suffit done de montrer que «f # (. Le principe est de
trouver un opératenr compact K tel que pour tout n assex prand on ait une
eatimation du type

|t || =6 = 0. (3.41)

Cela assure alors que 4 est non nul. En effet, comme K est compact, Ky,
tened forterment vers Kb, Siof &tait nul on aurait aloms ||[K i, || qui tendrait
vers zéro, o qui serait une contradiction avee (3.41).

Soit done F € OF (B}, & € ﬂf(ﬁd] vérifiant les mémes conditions que
dans le Lemme 3.28. On rappelle que p est la varable conjugouée & x, ie
p= -z'% gur L2 (B4 dr dk). On a alors les indgalités suivantes :

(1-D(Fs@)f < (1 - P(Fs(y))) < dT(1 - Fs(y)),  (3.42)
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(1 = D(Ga(=))? < (1~ N(Gr(z))) < dD(1 - Gale)) < N(lz] > ), (3.3

(1= O(Ge(p)))* = (1 = D(Gr(p))) < dU(1 — Ge(pl) < N(|p| = g]- (3.44]

Soit enfin y(s < 8¢} une fonction & support dans {|s| < s} et &gale 4 1 dans
{l5| = aﬂ} Pour tous nombres positifs @, P, i et S, on définit

K(0,P,R,S) = x(N < 0)x(Ho < O0(Fs()) (G a(=))[(Gr(p)). (3.45)

Les hypothéses sur F, G,y ainsl que celle sur w assurent que K0, P 7, 5)
sl compact pour toutes valeurs de 8, P R et 5.

D'aprés les Lemmes 3.24 et 3.25. il existe 8y = 0 tel que, pour tout n, on
A
, 1 , 1
10 = XV < O 1 € 36,100~ x(Ho Ol < 0. (3.46)

De méme, en utilisant les Lemmes 3.26 et 3.27 et les indgalivés (3.43) et
(3.44), il existe My et Fy positifs tels que, pour tout n, on a :
. . 1 . . 1
(1= PGR() ol < o 1 -T(GrEll < o (347)
Enfin, en utilisant le Lemme 3.28 et (3.42), il existe 55 > 0 et ng tels que,
pOUr bout e 2 fg. O A
- . 1
101 = TS (gl ea | = 1o (3.48)
On a alors, pour tout 2 ng

[t || = (|01 = %[N < Ba))aie, || + |[x (N < G )(1 = x(Ho < )} ths, ||

(N < oy (Ho = th)(1 — DGR, () ||
(N < fo )y (Ho < G0 (Gry(2))(1 = DG, (p))) b, ||
%N <ty (Ho < G0 (G ry (211G R, ()1 = I'(Fa, () ) e ||
F|| & (o, Po, R, Sa)the, ||

< (1= x(N < da)itf, ||+ [|(1 = x(Ho = Galhel, ||
(1 = DG rol2) ) e || + |[(1 = TG Ry () ) ol ||
L = Dl Fs (wh e, | + || 580, Fo, Ha, Saltls, ||

1 .
< 5+ K, Fo. Ro. Sl |-
Or ||ha.|| =1 pour tout 7, done Gnalement, on a
, 1
”I{l:{]l:l f:l:l: fi'.'l:l: ‘g;:l]ill'rﬂ'n” 2 E:

pour tout 7 > na, of qui est bien une estimation du type (3.41).
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3.8 Perspectives

Comme nous 'avons dit au début de ee chapitre, nos résultats sur la
version quantique du modéle sont bien moins complets que dans le cas duo
mdéle elassique. D'une part, nous n'avons absolument pas traité le cas des
poten tiels lindaires, d'autre part, méme en oo qui concerne les potentiels confi-
nants, le phénoméne de frottement linéaire et en particulier le coeficient de
frottement + n'apparaissent pas dans nos résultats. Pire, nous avons travaillé
sous 'hypothése que + = (. dous souhaitons indigquer ici quelques pistes pour
des recherches futures qui nous paraissent intéressantes.

Restons dans le cadre o le potentiel V' oest confinant. On sait alors que le
spectre du hamiltonien H, = - A 4 V et purement diseret. DVautre part le
spectre du hamiltonien correspondant au champ libre est o(Hy) = [0; 4o,
Il est purement absclument conting exceptdée une valeur propre simple en
0 (l'état propre corcespondant est le vide). 5i on regarde done le systéme
parficule-champ sans metiee de terme d'interaction, le spectre o8t alors de
la forme o(Hy) = o(Hy) + o(Hyp) = [E',f'; toc[. En particulier, il posséde
des valeurs propres correspondant & celles de Ay, qui sont toutes plongdes
dans le spectre continu de Ay Lorsque on “branche™ interase tion, on peut
¢ demander oo que deviennent ces valeurs propres. Nous navens traité icl
que la question de 'état fondamental. En particulier, on a vu que 30u8 une
certaine condition infrarouge celui-ci persistait.

Les autres valeurs propres sont plongées dans le spectre continu, on 8'at-
berwd domne A& oo que celles-cl dispacaissent larsqu'on branche Uinteraction ot
ge transforment en résonances. Cette question doit pouvoir étre abordée en
utilisant les méthodes développées dans |[BFS1]-|BFS2|. En particulier, on
peut espérer mettre en dvidence un lien entre la largeur de ces résonances et
le coefficient de fFottement < (en utilisant éventuellement ¢ grand).

Pour o¢ qui ost des potentiels linéaires, le probléme st encore plus ou-
vert, en o8 Sens que nous n'avons pas didée précise sur le genre de résultat
mathématique que 'on peut espérer obtenir.
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